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CONTRIBUTO ALLO STUDIO DEL TETRAEDRO

Sia SABC un tetraedro, e pongasi:

SA-=a, SB=b, SC—¢, BC—a,, CA=Db,, AB=¢,,
diedro S4 — A4, diedro SB — B, diedro SC =2,
diedro BC = 4,, diedro CA = B,, diedro AB = C,,
area ABC —= S,, area SBC— S, area SCA —S;, areca SBA—3;.

Si congiunga un punto interno O coi vertici e sieno M, M, M, M,
i punti d'incontro delle SO, 4 0, B 0, C O colle faccie opposte. Unendo
ciasun punto M coi vertici delle rispettive faccie, queste congiungenti
s'incontrano a due a due sugli spigoli del tetraedro (ad es. le S A, ed
A M, s’incontrano sullo spigolo B C in un punto 4,). Chiamo 4y, By, Co,

1
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4,, By, C; i punti cosi determinati sugli spigoli BC, CA, AB, SA, 8B,
S C. Di questi 6 punti, 2 presi su due spigoli opposti sono allineati con
O e 4 presi su due coppie di spigoli opposti (come 4, 4, B, B,) sono in
un piano: reciprocamente se un piano taglia due coppie di spigoli op-
posti d'un tetraedro, unendo ciascun punto d’intersezione cogli estremi
dello spigolo opposto, si determinano sulle faccie 4 punti A, dei quali
le congiungenti coi vertici opposti passano per uno stesso punto.
Tra i rapporti dei segmenti determinati sugli spigoli e sulle rette
S M, A M, B M; C Mj esiste una relazione, per la ricerca della quale
giova ricordare un teorema sul triangolo, che trovasi nel numero del
15 ottobre 1887 del Journal de Mathématiques élémentaires.
Teorema. In un triangolo A BC, se le 4 4, B B', C C’ terminate
ai lati opposti passano per uno stesso punto O, si ha:
A0 __ AB  AC
04 BC CB

1).

Si dimostra applicando ai triangoli 4 4° C, 4 A4’ B (tagliati rispet-
tivamente dalle B B’, C C') il teorema di Menelao e ricavando i valori

Prima di applicare il teorema al tetraedro mi sembra non inutile
considerare qualche caso particolare. )

1. Il punto O & centro del cerchio iscritlo. Per la nota proprietd
della bisettrice la relazione (1) diventa:

AO b+4c

oA a

2. I punti A', B, C' sono i punti di conlatto del cerchio iscritto.
Si ha:

3. I punti \', B, C' sono i punti di contatlo dei cerchi ex-
iscritti. Si ha:

40 p-b p-c a

o4 p-a p-a p-a
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Si pud verificare che in questo caso e nel precedente si ha :

AA" BB’ cc 1 1 1
ox Tor Toc = P (p-a + p-b + p-c).

4. Il punto O & tale che da esso si vedono i tre lati solto lo stesso
angolo. — Allora le 0 4', OB, O C bisecano rispettivamente gli an-
goli BOC, C0A4, A0B e per la proprieta della bisettrice la (1
diventa:

A0 _ 40 | 40 1 1 1

o4 ~oct 08 ™R o =0oc T o3

similmente :

1 1 1 1 1 1
0F ~oc T o4 oc o4 T OB

Sottraendo a due a due queste relazioni si ricava :

1 1 1 1 1 1
OA+0A'—OB+OB'—OC+OC’

ed addizionando le stesse tre relazioni :

+— + - + —+

1 1 1 11 1 1),
04 OB oc 2 (0,4' OB OC')'

la quale sta anche quando il punto O & il baricentro del triangolo.

Venendo ora al tetraedro S 4 B C, considero il triangolo S 4 B,
da cui pel teorema precedente si ha ;

S M, 54, S B,
= +
MyC, 4,4 BB

e dal triangolo S C, C:

SO0 5 M, s,

oM, MG ' ¢
50 _ 54 S B, SG @
oM, 4,4 B, B G C

da cui:

Analoghe relazioni si hanno per le 4. M; B M; C M;.
Considero alcuni casi particolari: ometto perché assai noto il caso
che i punti 4y 4, B, B, sieno i punti medi degli spigoli corrispondenti.
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1. I punti Ay A, By B, sono i piedi comuni delle altezse nelle
faccie corrispondenti. Allora i punti M sono i punti d'incontro delle
altezze (ortocentri) delle faccie e le due coppie di spigoli opposti (e quindi
la terza coppia) sono ortogonali fra loro. Inoltre poiche i piani S By By,
S A4, sono perpendicolari alla faccia 4 B C, la retta S M, & 1'altezza
relativa a questa faccia e similmente 4 )My, B M, C M le altezze rela-
tive alle faccie SC B, S A4 C, S B 4, onde in questo caso si ha che le
4 altezze del tetraedro passano per uno stesso punto. Ma allora & noto
che la somma dei quadrati degli spigoli opposti ¢ costante e reciproca-
mente. Laonde il teorema: '

Se in un tetraedro ¢ costante la somma dei quadrati degli spigoli
opposti, le congiungenti i vertici cogli ortocentri delle facce opposte
(altezze del tetraedro) passano per uno stesso punto e reciprocamente.

I 6 punti 4, By Cy 4, B, C; sono su di una sfera che interseca le
faccie del tetraedro secondo i rispettivi cerchi dei nove punti.

2. I punti Ay A; By By sono gli estremi (comuni) delle biseltrici

degli angoli opposti nelle faccie corrispondenti. Allora i punti M sono

i centri dei cerchi iscritti nelle faccie, e per la nota proprieta della bi-
settrice si ha:

b . b .
= —¢ — — da cui L — — ossia bbl =CCy .
[4

Similmente si ha @ a; = & b,. Reciprocamente se aa, =b b, =cc¢,
le bisettrici degli angoli nelle faccie s'incontrano sugli spigoli. Laonde
il teorema :

Se in un tetraedro ¢ costante il prodotto degli spigoli opposti, le
congiungenti i vertici coi centri dei cerchi iscritti nelle faccie opposte
passano per uno stesso punto e reciprocamente.

La relazione (2) diventa:

50 _ a b aa (a +b +c) aay

c
=— 4 — 4+ — = = -
OMo c b, 0, b, ¢, 2R, 7,

a

1 1

dove Ry, ro sono i raggi dei cerchi circoscritto ed iscritto alla faccia
A4 B C. — Noto che in questo caso si ha (*):

(*) Cfr. BaLTzER. Elem. dimnat. — Trad. Cremona. Trigonom, § 6, n. 6.

g
I R SR ——

M G

e = e — > ® <
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a) La somma dei coseni delle inclinazioni degli spigoli opposti &
nulla cioé:

cos (@ a,) + cos (b by) =+ cos (¢ ¢;) =0.
b) Le sezioni medie del tetraedro sono proporzionali ai seni delle
suddette inclinazioni, ciod: ’

s (aa,) s(bb) s(ecy)

sen (a a,) " sen () bl) - sen (¢ cl) )

c) I seni stessi sono inversamente proporzionali alle distanze dagli
spigoli opposti, cioé :

sen (@ a;) d (@ a;) = sen (b b,) d (b b,) = sen (c ¢;) d (¢ ¢,).
d) I seni dei diedri opposti sono inversamente proporzionali, cioé:
sen A.sen 4, =sen B .sen B, =sen C . sen C;.

3° I punti Ay4, BoBy sono i punti di contatto (comuni sullo

stesso spigolo) dei cerchi iscritti nelle faccie. — Allora si ha:
BAdy=py— b () e BAy=p,— ¢ ,

dacui: a4+ ¢, — b, =a; + b—c ed anche: b+ b, =c <+ ¢,. Si-
milmente si ha: @ + a, = b -+ b,. Reciprocamente se a + a;,="5b + b,
= c-c¢; i cerchi iscritti nelle faccie hanno comuni i punti di con-
tatto collo stesso spigolo. In questo caso i 6 punti 44 B, C, 4, B, C,
sono sopra una sfera tangente agli spigoli del tetraedro: e reciproca-
mente se vi & unasfera tangente agli spigoli del tetraedro, si ha a + a,
= b+ b; = ¢ 4 ¢,. La relazione (2) diventa:

SO

1 1 1 1
ow, —3—(a+b+c—-Po)(po_al -+ -+

Po- by Po'cl)'

4° I punti Ay 4, B, B, sono i punti di contatto (comuni sullo
stesso spigolo) dei cerchi ex-iscritti alle faccie. Siha: BAy=p,—b
¢ BAy=py— ¢, da cui: ¢ 4@ — b = b, + a, — ¢, ed anche
¢ =+ ¢, = b+ b,. Similmente si ottiene b 4 b, = a <+ a,. Recipro-
camente se ¢ -+ ¢; = b =+ by =a—+ a, i cerchi ex-iscritti alle faccie

(*) Indico con p, il semiperimetro della faccia (A B C) dove giace il punto M, .
Analogamente per le altre faccie,
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toccano gli spigoli nei medesimi punti. Questi cerchi a due a due deter-
minano 6 sfere tangenti ciascuna ad uno spigolo ed ai prolungamenti
dei 4 spigoli concorrenti negli estremi di questo. Reciprocamente
dall'esistenza di queste sfere si deduce: @ + a; =00+ b, = ¢ +¢,.
La relazione (2) diventa:

SO _ 3 po
0 M, a+b+c—po'

Da quanto & detto in questi due casi si ha il teorema:

Se in un tetraedro & costante la somma degli spigoli opposti, esiste
una sfera tangente agli spigoli del medesimo ed altre 6 sfere tangenti
ciascuna ad uno spigolo ed ai prolungamenti dei quattro spigoli con-
correnti con questo.

Osservazione — Se si conviene di chiamare rete del tetraedro il
complesso dei 6 spigoli e rette della rele le 6 rette sulle quali giac-
ciono gli spigoli, il teorema precedente si pud enunciare cosi:

Se in un tetraedro & costante la somma degli spigoli opposti csiste
una sfera iscritta nella rete del medesimo e 6 sfere ex-iscritle tan-
genti a 5 rette della rete.

Credo opportuno poi di aggiungere che:

Se in un tetraedro gli spigoli opposti sono eguali esistono 4 sfere
ex-iscritte alla rete del tetraedro e tangenti alle 6 rette della rete.

Ciascuna di queste sfere ¢ tangente a tre spigoli ed ai prolunga-
menti degli altri tre.

5° Il punto O é centro della sfera iscritia.— In questo caso per
la proprietd dei piani bisettori dei diedri si ha:

S 4, S, SB _ S SC _ 5

s’ ¢cc s,

4,4 S, BB
e percio la (2) diventa
SO 545 +5,

oM, So

6° I punti M sono i punti di contatlo della sfera iscritia. —
Posto che le SMy; A M; B Mz C M, passino per uno stesso punto si ha:
SMy=SM;= SM;, AMy = A My = A M ecc. e cosi pure 4y My=
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= Ay M, , By My = By M; ecc. . .. Ora dal triangolo 84, C, tagliato
dalla BC,, pel teorema di Menelao, si ha:

SM, _ CB sc,
M 4, 4,B ° CC

Similmente dal triangolo 4 4,C tagliato dalla B B,, si ha:
AM, _ CB AB,

Myd, A,B " B, C

Dividendo membro a membro le due relazioni e riducendo, si ha :
sM, S, B, C

AM, cc, © 4B,

Ma dal triangolo S 4 C, pel tcorema di Ceva, si ha :
s4, _ S¢ B, C

A4, c¢, 4By

perci6 :

SM, s4, . SMy sS4,
= oss1a
AM, A4, AM; 44,

ciod My 4, & bisettrice dell’angolo S MyA. Similmente Mg B, & biset-
trice dell’angolo S M B: d’onde risulta che i tre angoli SMs4, 4 M B,
BM;S sono eguali.
Lo stesso dicasi per le altre faccie del tetraedro. Laonde il teorema:
Se in un tetraedro le congiungenti i punti di contatto della sfera
iscritta coi vertici opposti passano per un punto, da quei punti si vedono
i lati delle faccie sotto il medesimo angolo.

Fard da ultimo un’osservazione sulla ricerca del baricentri nelle
figure considerate (triangolo e tetraedro).

Ricordo anzitutto che il baricentro del contorno d’un triangolo si
ha nel centro del cerchio iscritto nel triangolo che ha per vertici i
punti medi dei lati del primo. Con analogo procedimento si pud dimo-
strare che: Il baricentro della superficie d'un lelraedro é il centro
della sfera iscrilla nel tetraedro che ha per vertici i baricentri
delle faccie del tetraedro dato. Infatti supposte concentrate le masse
delle 4 faccie nei rispettivi baricentri (il che non altera la posizione
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del baricentro del sistema) la questione & ridotta a trovare il baricentro
dei 4 punti M, M, M, M, aventi i coefficienti S,.8; S; Ss. Ora per la nota
proprieta dei piani bisettori dei diedri del tetraedro, risulta facilmente
che questo ¢ il centro della sfera iscritta nel tetraedro AL, M, M, My
come si & detto.

Ma la ricerca di questi baricentri si puo fare anche altrimenti.
Ed infatti tornando al contorno del triangolo, & evidente che la posi-
zione del baricentro non cambia, se si suppone che in ciascun vertice si
concentri la massa della metd di ciascun lato concorrente in esso
vertice ; dimodoché la questione ¢ ridotta a trovare il baricentro dei tre
vertici aventi coefficienti proporzionali alle somme dei lati concor-
renti nei medesimi. Percid nel triangolo 4 BC se si dividono i lati
AB,BC,CAin C, 4', B in modo che:

AC c+a B4 a+d oy b+c

CB  c¢+b’ 4C a+c’ BA b+a’

il punto O comune alle A4’, BB, C(’ & il baricentro cercato e si avra:

40 bt+c+2a A4 2p
— = r e ed anche 04 — 1 .
04 c 4 @40

Collo stesso metodo si ha che il baricentro della superficie del
tetraedro coincide con quello dei quattro vertici, ciascuno dei quali
abbia un coefficiente proporzionale alla somma delle tre faccie che
hanno in comune quel vertice. Percid nel tetraedro S 4 BC se si divi-
dono gli spigoli AB, BC, CA in modo che:

ACy _ S,+S,+5 BdAy _ So+S+5 CB _ S+ S3+S5,
CoB  So+S,+S5 A C  So+S8+S5 Byd  So+ S+ S,

il punto My comune alle 4 4o, BB, , CC, ¢ il baricentro dei tre punti
A, B, C, e percio sulla SAf si troverd il baricentro cercato. Ripe-
tendo le stesse operazioni per le altre faccie e determinati quivi i
punti Afy Ay M, come si & fatto per M, il punto O comune alle
SMMy, AM, BM, CMy & il haricentro cercato: e siavra

SO B35, 42(5 4+ S+ Sy
O M, S + S+ S,
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ossia anche

SM, __ somma delle faccie
O M, 5 (S, + S5+ Sp)

Cosi pure il baricentro della rete del tetraedro coincide con quello
dei 4 vertici aventi ciascuno un coefficiente proporzionale alla somma
degli spigoli concorrenti in esso vertice. Percid con un procedimento
somigliante al precedente si determinano 4 punti M sulle faccie: le
congiungenti questi punti coi vertici opposti s’incontrano nel baricentro
cercato. Indicando questi punti colle solite lettere si ha:

SO0 a+b+c+2(al+bl+cl)

0o M, - at+b4c
od anche
SM, somma degli spigoli
oM,  lG@+o+o

E evidente che se il tetraedro ha le faccie eguali gli anzidetti ba-
ricentri coincidono con quello del tetraedro.
G. RiBonI.

SUL NUMERO DELLE DIVISIONI
nella ricerca del massimo comune divisore di due numeri

Una nota del prof. Gatti, inserita in questo Periodico (luglio-
agosto, 1889) con lo stesso titolo della presente, mi ha suggerito
le considerazioni che seguono.

Sieno A ed R, due numeri, pei quali la ricerca del massimo
comune divisore dia luogo ad = divisioni, ¢ sia 4 > R,. Dino-
tando con

e con
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ordinatamente le parti intere de’ quozienti ed i resti delle succes-
sive divisioni, sard R,= 0 ed R, il massimo comune divisore dei
numeri dati. E si avranno inoltre evidentemente le seguenti egua-
glianze :

R,= Rn-l Q!+Rn-8; R,,= -Rwl &+R,s, .., R8= RS Q,..1+R1, R! =R, Qn'

Da queste eguaglianze, se alla R, ed alle Q si danno i piu
piccoli valori che tali quantith possono avere, cioé se si pone

R=10,=2, Qi=Q:=... =&@==]1,
si ottengono i minimi valori delle R, e questi sono:

Rl=lr R2=2’ R8=3y R4=5y R5=8)
Rg=13, R, =21, Rg= 34, Ry =155, R, =89, ecc.

ciascuno de’ quali & la somma dei due precedenti, sicch¢ la serie pud
facilmente prolungarsi quanto si vuole.

Ogni termine di questa serie rappresenta dunque il piu piccolo
valore che pud avere il minore di due numeri perch¢ la ricerca del
massimo comune divisore di essi dia luogo ad un determinato numero
di divisioni. Cosi, per 9 divisioni, il minore dei due numeri non pud
essere pitt piceolo di J2y = 55; o altrimenti: se il minore di due nu-
meri ¢ minore di 59, Ta ricerca del massimo comune divisore dei
due numeri non puo dar luogo a pin di 8 divisioni.

Alcune facili proprietd de’ termini della serie considerata per-
mettono di dimostrare molto facilmente i teoremi citati dal profes-
sore Gatti e d'introdurre in essi modificazioni vantaggiose.

In primo luogo ¢ chiaro che la serie ¢ crescente e che ciascun
termine di essa ¢ maggiore del doppio di quello che lo precede di
due posti. Da cid segue che, essendo Ry — 2, sard

2 8 n
RiO2, Rg>2,.....,Rpy D2 ...... (1);
. —e=9%
ol essendo Ry =8 =27, sara

B> e >2 . Rea>2 . 2).
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Dalle (1) si deduce il teorema:

Se 2" ¢ la piw piccola potenza di 2 la quale eguagli o
superi il minore di due numeri dati, nella ricerca del massimo
divisore comune a questi due numeri non si possono fare pit
di 2n — 1 divisioni, (n> 2).

Questo teorema & quello citato nella nota del prof. Gatti
(art. 5), ma in esso si sono apportate modificazioni di grande van-
taggio.

Dalle (2) si deduce poi quest’altro teorema piu utile del pre-
cedente:

Se 2" & la pi piccola polenza di 2 la quale eguagli o
superi il minore di due numeri dali, nella yicerca del massimo
divisore comune a quesli due numeri non si possono fare piv
di 2n — 2 divisioni, (n > 3).

Finalmente ¢ facile dimostrare che i termini della serie con-
siderata soddisfano alla relazione

Rynyr > 2V (n 4 2) (3)
per n > 2.
Questa relazione pud verificarsi pei primi termini della serie;
cosi:

2! (342) =20 < Ry, 2°(4+42) =48 < Ry, ecc.

Ammesso poi che la relazione si sia verificata per Rgg.,, cio¢
che sia

Rigyr > 25 (K+2)

si dimostra che dovrd essere vera per Rjgys. Infatti si sa che
Rsgys = Rogyr + Rex ¢d Rexys = Rsgys + Raxyys
_ed eliminando Rsgys, si ha
Rsxys = 2 Ry =+ ok
Ora, per ipofesi

Rogpn D> 25 (K+2)

e per le (1) Reyx > 25
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quindi chiaramente
Riges > 2 ¥ (K +2) g + 2%
ovvero
Rygys > 2° {(K+1) 42}
Dopo cio la (3) & dimostrata, e da essa si deduce il teorema :

Se n & il pi piccolo numero intero tale che 2" (n+ 2)
equagli o superi il minore di due numeri dati, nella ricerca del
massimo divisore comune a quesili due numer: non St pPossono
fare pi di 2n divisioni, (n > 2).

Napoli (Collegio Militare), settembre 1889.
T. FuoRTES.

SULL’EGUAGLIANZA o’ = " CON o E b INTERI E POSITIVI

1. Se a ed m sono interi e positivi ed é a > 3, si ha

1 m m2 m3 me n
+1+T73+ st <a (1)
Per m =1 si ha
) 1 1 + 1 1 1
+T+ 712 2.3 e +1.2_ ..... a< +
1 1 1
+(I+2+22+ ...... -+ 24.1)
ossia
1 1 1 1
l+1+g7+7z3+ +1e <1+
—
1 28 |
+ l =3 20-1
1] — —
eppercio

l r
l+1+1 s +133 +13 <a (1)
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Ora se si ammette la (1) per un valore di m, e la si moltiplica
per la (1°), si ottiene

- m me m3 me

( +T1tTztres o +T1e a)x
. 1 1 1 it (9
+1t+ti1 gtz +1oa) <amt @)
Se i termini del primo polimonio si indicano con g, %, %s, ... ¥,,

e quelli del secondo con vy, vy, 3, ... ¥, il prodotto dei due polimoni
sard evidentemente maggiore della somma

o o+ (o ©1 ~+ Uy o) + (6o vs + vy V1 Uz ) +. ...
I (X oV P +u,,_,vl+u¢bo);
ma &
Uy o =1

UV + Uy To=m -+ 1

) L 1 m m¢ (m-Fl)’
Wttt =17+ T+ T3="T13
Ug Tg = Uy Vg 4~ U Vg + Ug ¥y =
_ 1 m 1 m? 1 ms  (m+1)
—1.2.3+l 1.2 1.2 1+l.2.3 1.2.3
Ug Vg == Uy gy o e e et = v, VU, =
1 m 1 m2 1
= Tz2.a 71 'T2.@D t1.2" 1.2...(a-2) +...
ma-2 1 ma-1 1 me
""" tiz e T2t ey T 12—
(m + 1)
T 1.2..a
Quel prodotto & dunque maggiore di -
m 41 (m4 1) m+1°?
l+——+-"7137 +Fi3z.



— 14 —
eppercid dalla () risulta

2
arer>1+0FD e

cio¢, ammessa la (1) per un valore di 7 essa deve pure verificarsi per
quel valore di 7 aumentato di 1.
2. Se a ed m sono inleri e positivi, ed é a > 3, ha luogo la
disuguaglianza
(@+m) < a" "™,
Sviluppando si ha

a(a" l) a-2

(a+m)“=a“+a.a“”m+7 a" "TmEa....
a@a=1..la=r+1) ,_,
a

Thaa 1.2...7 m ... .4 m"
ma &
| (=3 =3
ala=Ny..(a=r+1) .., 4 a al™ a a® .
1.2 a =a 1.2 r <1.2...r’

in conseguenza, e in forza del teorema precedente, sarh

(a4+m) < a*'m,
3. L’ eguaglianza
ab = b v
con aeb interi e positivi, ha luogo soltanto quando uno dei due
numert & equale a 2 e U'allro a 4.
Supposto & > a ed eguale ad a +m, & chiaro, pel teorema pre-
cedente, che 1'eguaglianza non pud verificarsi se non & a < 3.
Ora per a =1, si ha
=1, =14 m.
Posto poi @ = 2, I’ eguaglianza diviene
(2 +m)2 — 28+m
ossia

mé

l+7n+—4—=2m:
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dalla quale si rileva che il numero m dev’essere pari. Fatto m = 2n,
risultera
(n+ 17 =2"
ossia
n41=2%
e in conseguenza 7 = 1, poiché, per » > 1 si ha
2"—1>n.
D. Besso.

UN PROBLEMA D’ ARITMETICA

1. Dato il numero N —a, a3 .... a,, incuia,, ag, .... a, sono
numeri primi, trattasi di trovare il numero dei modi differenti nei
quali N pud decomporsi in due, tre .... m fattori coniugati, cioé tali
che il loro prodotto sia uguale ad V. La trattazione che segue viene
poi a mostrare come potrebbero ottenersi i singoli prodotti corrispon-
denti ad un numero assegnato di fattori coniugati.

2. Consideriamo prima il caso che i fattori coniugati debbano es-
sere due. La decomposizione relativa pud venire effettuata come segue.

Si prenda come primo fattore una delle a e come 2°, per conse-
guenza, il prodotto delle rimanenti » —1 a, poi per 1° fattore il pro-
dotto di due @ e come 2° quello delle rimanenti n —2 a, e cosi via;
finalmente come 1° fattore il prodotto di n—1 a e come 2° la rima-
nente a. Il numero dei successivi prodotti che cosi si ottengono, sard :

(T)’ ('2'), .............. ,(,,_':1)

ny\ . . . o 3. . n
essendo (l) il numero delle combinazioni di » elementi 1 ad 1, (2)
quello delle combinazioni di » elementi due a due, ecc., giacché in
ogni caso le rimanenti @ sono da comporsi in un fattore unico.

Abbiamo cosi che il totale numero di questi prodotti & dato, per
la formola del binomio, dalla somma

(M+E) +e + (%) =2"-2.
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Se ora osserviamo che i prodotti stessi sono uguali due a due,
per la proprieth commutativa del prodotto, segue che il numero dei
modi differenti in cui V pud decomporsi in un prodotto di due fattori
coniugati & 2"=! — 1 ().

3. Passiamo ora ad esaminare il caso in cui i fattori coniugati
debbono essere tre, procedendo analogamente a quanto s’ & fatto pre-
cedentemente.

Si prenda cio¢ come 1° fattore una lettera a e mantenendo fisso
questo fattore si raggruppino le rimanenti n —1 a in due fattori co-
~ niugati differenti, in tutti i modi possibili, poi prendendo come 1° fat-
tore il prodotto di due @, si compongano le rimanenti n —2 a in due
fattori coniugati differenti in tutte le maniere possibili, e si proceda
cosi finche si giunga a scegliere come 1° fattore il prodotto di n—2 a
e per 2° e 3° fattore I'una e 1'altra delle due @ rimanenti. In questo
caso per avere il numero dei prodotti che si sono ottenuti & chiaro che
saranno da moltiplicare i numeri delle combinazioni di n elementi ad
ladl,a2a2, ....ad n -2 al n— 2, ossia i numeri

() (2) e (72)
rispettivamente per i numeri
1,201, ..., 21

che indicano (n. 2) quanti siano i modi differenti in cui un prodotto
din-1,n-2,.... due fattori primi, pud scomporsi in due fattori
coniugati; poi dovranno addizionarsi i risultati ottenuti. La somma
che cosi si ricava &

(Ne-r+(5) 22+ 4 (,1) 2=
=D +E) + et (2] =

n__2n_ — on __ n
Gl . ?L_‘_;zn_n_zzzﬁ 3.2 +3

td

sempre per la formola del binomio.

(*¥) Questo risultato trovasi, ottenuto in altro modo, nelle pregevolissime Lezioni di Algelra
elementare del Prof. GiacoMo BmLraccHi, vol. I, n, 24, libro del quale siamo lietl di annunziare
prossima la pubblicazione di una analisi nelle pagine di questo Periodico.
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Se poi si osservi che col metodo seguito per la formazione di
questi prodotti, uno stesso prodotto figura tre volte, per es. essendo
N = a; a; a3 a, a5 ag il prodotto as . (@, a;) . (a4 as ag) riappare sotto
le due altre forme (a, as) . a5 . (a4 a5 ag) e (2, 05 ag) . as . (@, a3); & da
concludersi che il numero dei modi differenti in cui il numero .V —
@, as . . . . a, puo risolversi nel prodotto di tre fattori coniugati, &

gl —otr g 3l "=l

2 2
4. Passeremo ora a dimostrare, col metodo di conclusione da m
ad - 1, che il numero dei modi differenti ne’ quali il numero N,
che & il prodotto di n fattori primi, pud scomporsi in un prodotto di
m fattori coniugati, essendo m < n, & dato da

ﬁﬁ% == ("I =1 (5 ) 2t -

m—1
...... — (M )2"—1—|-(_1)"'-‘.1"“i- (1]

A questo scopo conviene premettere il seguente teorema:

Se ug, Uy, Ug,.... U, sono 71 numeri qualunque e se con Aw;
s’indica la differenza v; . ; — v;, con A%w; la differenza A (Aw) =
(1[;+’ —_ Uiy 1) — (’u‘.,_ St 'll,') e CO»\"I \'ifl, si ha

n n
A" Up = U, — (l) U1+ (2) Up—g = vu.n.

e (=T () A (= 1) 2

Infatti segue:

2]

Aug=uy — Uy, A%uy— (usg— u;) — (1t — up) = usg — 2 u, + ug,
A%y = A (A% ) = (u5 — 2 us + uy) —
(ug — 2uy + vo) = ws — 3us + 32, — u,,
At up == (ug — Bug + Sug — uy) — (uy — 3ug 4 3wy, — 1) =
g — dug+ 6uy — 4w, + uy

e, in generale, per la notissima legge di formazione dei coefficienti bi-
nomiali che va sotto il nome di triangolo di Tartaglia la relazione [2].

(Continua).
A. LueLL
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
27, 39, 40, 41, 42, 44 ¢ 45

27. Dimostrare che, se U'cquazione
A—4B8 a2 —4t+38=0

ha le quattro radici positive, dec’essere » =6, f = 1. (D. Besso).

Dimostrazione del Prof. ‘U. Scarpis.
Sieno ¢ t2 t3 ¢4 le radici della data equazione e Py Pg Py Py le loro fun-
zioni simmetriche elementari: sard intanto

Py=4, Py—ua, Ps—4, Py =4§.

Ponendo ora ty=14ry tg =1+re ts=1+47r3, tsy =141y ed
indicando con pj pe ps ps le funzioni simmetriche elementari delle quantita
ry rg r3 4 si otterranno facilmente le relazioni:

Pr=4+p Ps=06+ps+43m
Pa—=4+3p1+2ps+p3s Pa=1+p+ps+ps+ps

dalle quali si deducono subito le altre:

p1=0 2p24rs=20
pet+6=2x 14 ps+ps+ps=8.
Da cid si vede che qualunque sieno le radici dell’ equazione proposta, le

quantitd 7y 3 r3 r4 devono soddisfare alle precedenti condizioni, la seconda delle
quali, osservando che da py = 0 si pud trarre

—_ 2 2 ) 2
_2P2—7l+'3+ra+r4
assume la forma:
_ .2 2 2 2
ps=r{+4ry 4 rg 471y,

Essendo p1 = 0 si scorge che in qualunque ipotesi le 71 72 r3 r4 non po-
tranno essere tutte positive o tutte negative, e se supponiamo poi che le ¢ 2 t3 tg
sieno tutte positive si vede pure che quelle delle 71 rg r3 r4 che sono negative
devono perd essere in valore assoluto minori dell’ unita,

Esaminiamo quindi i tre seguenti casi.

(1) Sieno

r1>0 r2<0 r3<0 r4<0

e pongasi
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Ricavando dalla p; = 0 il valore di | e sostituendo nella:
pP=ri+ri+ry+r]
si ha:
ro=p,+p, +p, 1
(pg =+ pg =+ p0) (pg Py Py p, + £5 0) — g F5 £, =
= (P =+ Py =+ PO” + 0} + 5 + 4.

Essendo ora per ipotesi p, < 1, gy <1, p <1 sard:
N N AN N A "l

da cui si deduce subito I'impossibilitd della precedente eguaglianza.
(2) - Siano 1 < 0 72 > 0 3> 0 r4 > 0 e pongasi ry = — ?;, avremo
analogamente: '
pp=rytr7, + 7,
—(re4rs4r)(rersr3sra+rary) 4 rergrg =
=(rgry+ 7R+ 402

Ma per ipotesi ¢é: p < 1 e quindi tali pure saranno rg r3 rq per cui anche in
questo caso risulta subito 1'impossibilitad che sussista la predetta relazione.
(3) Sienor, >0 rg >0 rg <0 r, L 0esifaccia: ry=—p, r,==—g,
Avremo allora:

rptr, =g +p,

by te) Gyo,—rrd=ri+ri+&+6
Ma essendo p, < 1, p, < 1 il fattore (p, p, — r, rgh anche se positivo, sard
minore di p; e di p, e risulta pure come sopra I'impossibilitd della predetta

condizione.
Ora se |'equazione proposta ha le radici positive, dovranno essere egual-

mente soddisfatte le relazioni: py =0, ps = r} 4 ri 4 ri 4+ r} ed in questa

ipotesi non potranno rj rg rs ry essere diverse da 0, e quindi dalle due:
1=ps+6 B=1+4p1~+ pe+ ps+ps,
risulterd 2« =6, f = 1.
39. Trocare il numero delle radici reali dell’ equasione

art4+ 423 42ax? —4or+a=0

in cui & ¢ compreso fra 0 ed 1, e separarle. (D. Besso).

Soluzione del prof. U. Scarpis (°).
Anzitutto dalla forma particolare dell’equazione si scorge che se essa é soddi-

#) Altre soluzioni pervennero dai Sig. prof. 8. Gatti, F. Palatini e F. Viaggi
99
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1
sfatta da =y lo sara pure da v — — >’ per cui potremo rappresentare le
1 1 4
sue radici con @, — r B, — —. Essendo poi — - la somma delle dette

B

L. 2a . .
radici, e - la somma dei loro prodotti due a due, avremo;

1 I 4
“—‘0“4‘?-_‘;—_7
«f+ a.lﬁ ——;———5—-—2:2
ovvero:
1 1 4

1 1 4
Ponendo ora Q= =, p——ﬁ—zv abbiamo : u+u=——a

u.v =4 dalle quali:

e sostituendo questi valoridiu e vnellea? —ua — 1 =0,42 — vf —1 =0,
si ottiene :

z:%(— 14 ;/1_—'?2'1-[/2(1 - Viias'))
1

b=t (~1—vi=@ £ 2+ yT=a).

1 due valori di o danno per prodotto — 1, e se uno s’indica con « l'altro

1 . . L.
sara - considerando che lo stesso vale per i due valori di §, si scorge

che le radici dell’equazione proposta saranno :

(_-l—;/l—a2 +V2(1+V1—a”)
(_l_lea?_l/z(le—a*))

Dall’ ipotesi 0 < @ < 1 si deduce subito che le radici sono tutte reali e
l'osservazione fatta in principio ci dimostra che due saranno positive e due
negative.

n o))

__£_=—:‘-(—1+;/1—a2 —.l/2(l—}/l—a”)
- )
i
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Le precedenti espressioni delle radici sono perd suscettibili di una sempli-
ficazione e questa si ottiene facilmente giovandosi della nota formula :

V“tV—b: = l/a +'\iqf;::f + l/a— Vat = b

2
Si ha allora:
a=—a 1+ YT 4+ ViFa —Vi-a)
=+ PT= = ¥THa + Visa)
b= (—1— VI—a + ¥ Fa +¥T—a)
1 1 R
—?zT(—l—I/l---a2 —}/l+a -Vl—a)
e ponendo

Vida =p, Vi—a =y

__l+q_l+Vl—a’ R L-L-_\il+a
TP T i vize * T I+ vVi—a
_p—l_Vl-i-a—l, 1 Vl——a+1.
T T A= TR T Viza

Queste formule ci dicono intanto che le due radici positive a. B sono com-
prese tra 0 ed 1 e che le radici negative si trovano quindi tra —1 e — oc.
La media aritmetica

a+8 1
1+ Vi+a
ci somministra un valore atto a separare le radici positive : 1'inversa di questa

quantitd, presa negativamente, servird a separare le radici negative.
Considerando poi l'equazione proposta si trova subito come limite inferiore

a
delle radici positive il valore < ° quindi come limite inferiore delle radici

ti 4
negative — '—a—.

40. Lliminare X, y, ¢ dalle tre equasicni

Az+ By+Cs=0
h B, G __

Agu? 4 Bey? + Cp:2 = 0. (D. Besso).
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Soluzione del Prof. S. ‘Catania.
Le prime due equazioni, dopo di avere scritto nei secondi membri i ter-

e . 0 3 . . 0 . x .
mini in 3, si moltiplichino membro a membro, e vi si ponga —y—:u;m avra:

ABw + (44, + BB, — CC,)% + 4,B =0.

Nella prima equazione si scriva Cz nel secondo membro, e poscia si in-
nalzi al quadrato. Si paragoni indi 1'equazione ottenuta con la terza, allo ecopo

. . . . . x .
di eliminare z, e si ponga anche qui — —u; si avrd:
Y

(4C + 4,C°)u® + 24BCyu + B Cy + B,CE =0,

Con uno qualunque dei metodi notissimi eliminando u, da queste due equa-
zioni quadratiche, si avra la relazione cercata, la quale, dopo alcune riduzioni,
si pud mettere sotto la seguente forma:

A 41 B, Cy — 2 4% 4, (BB, + CC)) ByCy +
+ 4 (BB} + C*C}) B, Gy + A3 43 B° C* +
+ B'BCydy — 2B°B, (CC + A 4,) Cydy +
+ B (CPCl+ 4" 4}) Gy dy + B{ B C* 4* +
+C'Cldy B, —2C°C, (A4, + BB,) 4,8, +

+ C (44 + B°B]) 4,8, + Ci GG A" B* = 0.

v m . . . . . . . .
41°. Se con (r) 8’ indica il numero delle combinazioni di m elementi

ad r ad v, ha luogo la relasione
n-1 n-1 n=2\ [=n
2] T o \2r-2) = \2n) (D. Besso).
Soluzione del Sig. &. Topriore, alunno del R. Liceo di Bari.

Si ba infatti:
n-1 n-1 (n-2 .
2r +2—r?1—'\2r-2 -

(n-l)(n-&::gtﬁrj)ﬁ (n-(n-2)..... (n-2r+1)

=TT ol.2... . 2r + T2 e e
n-1) n-2) ..... n-2r +1) n-2r % (n)
— B — 1 =
— 1.2 ....2r-1) 2r + 2r
. n-2r‘ _ "
poiché %, “+ 1 = r
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42.. Se in un esagono AB'CA'BC’ inscritto in un cerchio, le rette
AA’, BB', CC' che uniscono i oertici opposti, si incontrano in un punto,
il prodotto dei lati di posto dispari ¢ uguale al prodotto dei lati di posto
pari. Si ha cio¢ AB'.CA’ .BC' = A'B.C'A.B'C. (A, Sauve).

Soluzione del Sig. ‘P. Patrassi alunno del R. Istituto tecnico di Terni (*),

Chiamando O il punto d'intersezione comune delle rette 44°, BB, CC,
congiungenti i vertici opposti, & chiaro che i triangoli C' 04, CO 4’ sono simili
poiché ang. C'0 A4 = CO 4’, siccome opposti al vertice, e ang. AC'O=04'C,
perché angoli al cerchio insistenti sullo stesso arco. Per ragioni analoghe sono
simili i triangoli A"OB ad AOB" ¢ B'OC a BOC'. Da queste tre coppie di
triangoli simili si hanno le uguaglianze

CA".04=CA4.0C, AB .OB=A'B.04, BC.0C=BC.0B
che moltiplicate membro a membro, dopo la soppressione del fattore comune ai
due membri O4 .0OB . OC, danno

Ci .4B .BC = C'4.AB.BC
cio che d. d. (**).

44". Se si circoscrice un cerchio ad un triangolo equilatero ABG,
dimostrare geometricamente: 1° che la somma delle distanze di un punto
qualunque P, dell’arco BC, ai certici B e C ¢ eguale a PA; 2° che la somma
PA + PB + PC ¢ massima quando P ¢ il punto medio dell’arco BC.

(A. Luaui).

Dimostrazione del Sig. U. Grossato, alunno del R. Istituto tecnico di
Girgenti (***).
Essendo ABPC un quadrilatero inscrittn, pel teorema di Tolomeo, si ba:
AP.BC=CA.BP + 4AB.CP
e poiché, per ipotesi, si ha BC = Cd = 4 B, sopprimendo i fattori uguali,
risulta:
AP = BP 4+ CP.

Se poi P é il punto medio dell’ arco BC, ¢ manifesto che 4P ¢é diametro
e percid maggiore di qualsiasi corda. In tal caso la somma P4 + PB4 PC—=
=2 P4 ha il suo massimo valore.

(*) Soluzioni analoghe di questr (uistione venaero inviate dai Signorl G. D’ Asdia (R. Istituto
teenico Girgentl), S. Jovino (R. Istituto tecnico Barl), . Lopriore (R. Liceo Bari), G. I'iuma (Regio
Liceo Colombo Genova).

(**) Come, giustamente, oserva il Sig. 1)’ Asdia la proposizionc sussiste tanto per un esagono
convess) quanto per uno lantrceciato.

(***) Altre dimostrazioni, sostanzialmente uguali all’una od all’altra delle due qui pubblicate,
vennero inviate dail Signori G. D’ Asdia (R. Istituto tecnico Girgentl , 8, Jovino (R. Istituto tecnico
Barl), 8. Lopriore (R. Liceo Bari), @ Piuma (R. Liceo Colombo Genova), P. Patrassi (R. Istitato
tecnico Terni),
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Dimostrazione del Sig. €. ‘€.ccaterra, alunno della R. Scuola tecnica
di Velletri.

Prolunghisi BP in P’ cosi che sia PP’ = P C e congiungasi P’ con C.
Gli angoli P"PC, BAC, che hanno lo stesso supplemento CP B, saranno uguali
e poiché BAC ¢é angolo di un triangolo equilatero sard pure tale 1'angolo
P' P C onde pud concludersi che il triangolo P’ P C & equilatero, per conse-
guenza CP' = P C. Fatto I'angolo B CP comune, ¢ chiaro che sara la somma
degli angoli ACB+ BCP=BCP 4 PCP', onde I'intero angolo 4CP —=
= BCP' e i due triangoli ACP, BCP' sono eguali per avere il lato 4C = B(C,
CP = CP' ed uguali gli angoli compresi dai lati uguali. Risulta cosi che
4P =BP' = BP+ PP'=BP+4 CP.

Per la 2" parte il ragionamento é quello della dimostrazione precedente.

Wsseroasione — Se P, M, N sono i punti medi degli archi BC, CA, 4B
1I'esagono ANBPCM ¢& regolare e il suo perimetro vale tre diametri, risulta
cosi che il suo lato ¢ uguale al raggio, com’ é notissimo.

45. Se A’ ¢ il punto del lato BG di un triangolo ABC pel quale
si ha BA’: A'C=m e P il punto in cui AA’ incontra la circonferenia
circoscritta al triangolo, dimostrare: 1° che

cla+c)y+mb(a+4b)

V d+m b2 ) —afm

2° che il oalore massimo della somma delle tre distanse del punto P

PA+ PB+ PC =

ai tre certici del triangolo 8i ha quando questa somma uguaglia

2V R(R+2r),
doce R e ry indicano il raggio del cerchio circoscritto al triangolo e quello
del cerchio ex-inscritto relatico al lalo a. (A. Luani).

Dimostrazione del prof. Zo. EMerante (*).

1. Chiamiamo ¢ e ¢ gli angoli B4 P, C 4 P, che la retta 4 P forma nspet-
tivamente coi lati adiacenti ¢ e b, sara
sen ¢

b
‘4=<P+'vm

sen Y
Eliminando I'angolo ¢ si ottiene
cseng = mbsen (d —g);
sviluppando sen (4 — ¢) e dividendo per cos g, otteniamo
m bsen 4

try = ¢ 4+ m b cos i

(*) Altre soluzioni vennero Inviate dai slg. prof. 8. Catania, G. Ciable, 8. Gatti, @. Riboni, e
F. Viaggi

Svilupparono la sola 1* parte i glovani @. Gal/ucci e G. Bitonti alunni dell'Istituto tecnlco di
Catan aro.
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Eliminando invece 1'angolo ¢ si troverd con processo analogo

ty 'P = “mb 4 ceos A )

Dall'espressioni delle tangenti degli angoli ¢ e ¢ si deducono immediata-
mente quelle dei loro seni e ceseni, ossia:

mbsen A ¢+ mbcos A
sen ¢ = O — ————, oS g = —— S
I/m2 02424+ 2inbccosA4 }/m2 b2 4 2 + 2mbccosAd

, csen 4 mb + ccos 4
seny = ~- - - - | e yeesy=— - - =
}/.n? b2 424+ 2mbe cos 4 I/m2 b2 4?4+ 2mbecos d

Ora, essendo
PA PB PC a

sard

PA+PB+PC=S—1— sen (C+ 3) +sen,~,.+sen','a€.

en A
Sostituendo a sen 3, sen Y, cos 4, cosC i loro valori, abbiamo
el Hmb (et l)
VA+m) i) —atm
2. Per determinare il valore massimo di questa espressione, poniamo
¢ (a+ c)i m b‘(a:i- b) -
Va4 m) nb ) — atm

PA 4+ PB+ PC =

e cerchiamo per quali valori di y I'equazione in m
b’g (a+b)’—y"m2+12bc(a+b) (a4+c) — (242 —a?) y2im
+c”5 (a+c)2—y3z=0
ha radici reali. Per la realitd delle radici basta che
t2bc(a+b)(a-l—c)-—(b?-}-c?—a’)y* ;’—
—4b2c’¥(a+b)2—y’”(a+c)?—J2}=
=4y (abc z 8plp—0b)(p—c)+abc % — 4p(p'—a) (p—0b)(p—o y?)

non sia negativa. Quindi il valore massimo di y &

abe | 8p (p—1) (P-—c)+abc* _l/a’b’c* . 2abce
4p(p—a) (p—0) (p—0) - 442 p—a

= VIR +8Rrn =2VRR+2nr).
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QUISTIONI PROPOSTE (*)

a). (**) Se i raggi dei circoli inscritti nelle quattro facce d'un te-
traedro sono fra loro eguali, & necessario che le facce stesse siano
fra loro eguali?

D. Besso.

b). Il luogo dei punti, del piano d’un triangolo dato, tali che
i piedi delle perpendicolari, condotte da uno qualunque di essi ai
tre lati, formino un triangolo di data area, & una circonferenza con-
centrica a quella circoscritta al triangolo dato.
G. Loria.

¢). Fra quali limiti devono essere compresi gli angoli d'un
triangolo affinch® si possa costruire un triangolo colle distanze del
centro del circolo circoscritto ai tre lati?

408. Dimostrare che, e 1’equazione
6
2’ 4 3ax® 4 (?m2 —_ 71—) =202 4+ bt cr4d=0
ha tutte le radici positive, esse devono essere egaali ad 1.

4'7?*. Verificare le disuguaglianze
m (b - a) 1 1 m (b -a)
nrt KT — E < oaF

nelle quali & & > a > 0, ed m significa un intero positivo.

48. Assegnare il limite al quale tende la funzione
m—1 (_,_1___ ___1__ __1_..,, + _..—1

L (n+2)7+ (n+3)"

(") Le questioni contrassegnate con asterisco sono specialmente destinate
agli alunni delle nostre Scuole e di esse si pubblichcranno soltanto le soluzioni
inviate dagli alunni stessi.

(") Le quistioni a), b) e ¢) furono gia proposte a pag. 32 e 99 del Vol. L
cd a pag. 59 del Vol I del Periodico, ma rimasero insolute. E percid che se
ne ripetono gli enunciati.
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quando n tende all’infinito, nell’ipotesi che m sia un intero positivo

costante.

49. Dimostrare che, quando n tende all’infinito, si ha

Li ! ( ! -+ - + L -+ —+ ! 2
n — | — == —_—— —_— “ e — | = 4.
"ya\y T T 2 T Y3 1% n)

‘50*. Dimostrare che in un decagono stellato, quale si ottiene

prolungando i lati d’un pentagono convesso, il prodotto dei lati di
posto dispari & eguale al prodotto dei lati di posto pari.

B51. Risolvere 1'equazione
B4+ baxr® +date 4 b=0.

B52. Risolveie 1'equazione
"4 Taa® 4+ 14’ 2® 4 Ta®x 4+ b = 0.
D. Besso.

B53*. Dati di posizione nel piano n punti, costruire un poligono
i cui lati passino per i punti dati e sieno divisi da questi, nel me-
desimo senso, in parti aventi un rapporto uguale a quello di due
segmenti dati.

Mostrare che il problema ammette un’infinitd di soluzioni se n
¢ pari e i segmenti dati sono uguali fra loro, una soluzione unica in

tutti gli altri casi.

n e . . . . . .
B54*. Se con (r) s’indica il numero delle combinazioni di n

elementi ad » ad =, dimostrare la relazione
m-1 m=1 _ﬂ—_’ffﬁ o m_-l—_l m
("%") + GF1) moier = o GA):
B55*. Dimostrare che 1'espressione

4n —3n+1 43 20 — 1

¢ multipla di 6, qualunque sia 1'intero positivo n, e che il quoziente
della sua divisione per 6 & > O per ogni valore di n > 2.

A. LuaL

\
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Pror. ANTON MARIA BUSTELLL — L'insegnamento dell’aritmetica e della
geometria secondo i nuovi programmi ufficiali per le scuole primaric e
popolari. — Cittd di Castello, S. Lapi tipografo editore, 1889.

Questo libro del Prof. Bustelli ha per oggetto I'insegnamento dell’aritmetica
e della geometria nelle scuole elementari; ma, come I'A. dichiara nella prefa-
zione, molte delle cose discorse in esso sono anche applicabili all'insegnamento
della matematica elementare nelle scuole preparatorie alle normali, nelle scuole
tecniche e nelle ginnasiali inferiori. Si divide in cinque conferenze. La prima,
salvo lievi modificazioni, ¢ la ristampa di un opuscolo dello stesso A., opuscolo
che meritd il plauso di ragguardevoli persone e una lettera onorifica del Pro-
fessor Cremona, come risulta dai documenti che accompagnano la pubblicazione
della quale ci occupiamo.

All'autorevole voce del Prof. Cremona uniamo di gran cuore la nostra nella
lode di maestro espertissimo di cose pedagogiche e di efficace espositore di eccel-
lenti norme didattiche, tributata al Bustelli; e ci gode altresi 1'animo per gli
insoliti onori che il Ministero della pubblica istruzione rese al libro di questi,
sebbene ci paia che il libro stesso, come d'altra parte ogni bella e buona cosa,
non sia scevro di difetti e di mende, né potremmo, e forse a torto, far nostro in
tutto e per tutto il pensiero dell’A. in fatto di metodo. Ci sembra, per esempio,
che pur facendo ragione alle necessarie attinenze che gli studi della scuola ele-
mentare hanno con quelli della scuola secondaria, i metodi dell'una non sieno
d’ordinario applicabili all'altra: tanto & vero, che riducendo di mole un eccellente
libro pei grandi, non si riescirebbe davvero a fare il buon libro dei piccoli.

Frattanto non vorremmo che il metodo proposto dal Bustelli per la trat-
tazione di talun argomento, se ottimo per una scuola sccondaria, non fosse con-
venevole ad una scuola elementare, dove l'attenzione degli alunni non si volge
alla materia e al maestro che a tratti e fugacemente. Derivare il concetto ge-
nerale del moltiplicare e del dividere dalla discussione di quesiti della stessa
specie & certo ottima cosa, ma l'esame paziente e la sintesi dei vari casi non
ci sembrano facili a ottenere da giovanetti delle scuole elementari. Piuttosto,
dacché I'A., a pagina 118, consiglia e molto opportunamente, la sostituzione
momentanea dei dati interi ai dati frazionari, a fine di scoprire quali sieno le
operazioni da fare per risolvere questo o quel problema, non si potrebbe, in pro-
posito del moltiplicare o dividere per frazione, limitare 1'insegnamento pressoché
alle sole regole, e verificare di quando in quando la giustezza di taluni risul-
tamenti facendo ricorso al metodo di riduzione all'unitd?

Alcuni sostengono, e con valide ragioni, che I'insegnamento della matema-
tica nelle scuole elementari debba contenersi entro i limiti delle quattro ope-



— 29

razioni con gl'interi e co' decimali, e di quel tanto di geometria ch'¢ indispen-
sabile al vivere civile di ogni ceto di persone. I programmi ufficiali delle nostre
scuole dispongono ben altrimenti. Pertanto ci sembra che non sia proprio il caso
di rincarare la dose, aggiungendo e la misura dei solidi, e uno studio abbastanza
minuzioso dei medesimi, come vorrebbe il Bustelli. E a questo proposito: mentre
riconosciamo di avere imparato molto dalla lettura delle pagine dello stesso
Bustelli in argomento di geometria sperimentale, non possiamo tacere che taluni
dei metodi sperimentali dei quali I'A, fa cenno ne hanno lasciato in qualche
dubbio e nel desiderio di una esposizione sistematica e particolareggiata dei
medesimi. Leggiamo per esempio a pagina 27: « Qui sara utilissimo che il maestro
dimostri, sempre per vie sperimentali, essere cinque e solo cinque le specie di
poliedro regolare ». Ci sarecbbe piaciuto che 1'A. avesse tracciata egli stesso la
via sperimentale che il maestro dovrebbe seguire per mettere in chiaro le due
proposizioni, e specialmente la seconda.

Opportunissime e sagaci parecchie osservazioni del Bustelli in proposito della
legge di proporzionalitd. Ma siamo di parere che egli esageri alquanto le diffi-
coltd del metodo dell'unitd di contro a quello delle proporzioni, in questione di
taluni problemi dipendenti dalla regola del tre semplice. Gli esempi a pagina 120
del libro non ci convincono pienamente. Ci & sembrato che, nella discussione dei
medesimi, un soverchio amore della tesi abbia sospinto 1I'A. a qualche artifizio,
altrimenti evitabile. Quanto alla definizione della proporzionalitd quale egua-
glianza dei rapporti fra gli stati corrispondenti di due grandezze che dipendono
I'una dall'altra, definizione che I'A. preferisce a quella comunemente in uso,
adottata dal Baltzer, osserveremo che, nella pratica dei problemi, ove fosse me-
stieri accertare la detta eguaglianza, s’incomincierebbe, naturalmente, ad asse-
gnare a uno dei rapporti i piut semplici valori, quali sono 2 o /2, 3 0 1[5, ecc.;
e conseguentemente a supporre doppia o metd, tripla o terza parte ecc. una delle
due grandezze. Se tale divenisse contemporaneamente anche I'altra, si potrebbe
ritenere senz'altro essere le due grandezze proporzionali, com’¢ facile dimostrare.
La definisione degli uguali rapporti (interi, fratti o irrazionali) contiene percid
pit del necessario, e quando ne la si spogli, si riduce a quella, semplicissima,
che I'A. vorrebbe evitare. Crediamo finalmente che, ad una nuova edizione del
libro, sarebbero da omettere i paragrafi 61, 62 e 63. Non pare si accordino con
I'indole elementare del resto dell'opera.

Se l'egregio A. nel riordinare il suo lavoro, che per la lieta accoglienza
fattagli dal pubblico sembra prossimo alla ristampa, vorrd tenere in debito
conto le nostre osservazioni, ci parra fortuna 'avere, benché in si scarsa misura,
contribuito con lui all'incremento della buona pedagogia delle nostre scuole.

Riccarbo pe Paous.
Grovannt FratTin.
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E. GELIN (I' Abbé) — Eléments de Trigonométrie Plane et sphérique — Namur,
Huy, 1888 — Prix: 5,40 fr.

Quest'opera del prof. GELIN, noto per reputati altri lavori scolastici, oltrec-
ché ad uso degli allievi dei corsi professionali, dei candidati alle scuole speciali
delle Universitd ed alla scuola militare di Brusxelles, come leggesi nel fronti-
spizio, sarebbe a mio giudizio da chiamarsi ad uso dell'istruzione di se medesimi,
sum Selbstunterricht come dicono i tedeschi, tanto la materia é presentata con
ordine al lettore, le dimostrazioni vi sono chiare senza pregiudizio dell'esattezza
e le diverse teorie sono illustrate da ben scelti esercizi e problemi risoluti.

Divise sono le opinioni se un libro di testo debba piuttosto essere un sunto
sucoso delle lezioni che impartisce l'insegnante, lasciando alla viva voce di questo
la cura d'eliminare quelle difficolta che 1'alunno potesse incontrare alla perfetta
intelligenza di questa o quella verit, o se meglio non valga che il libro di testo
spiani quasi la via all’allievo e possa considerarsi come una riproduzione ina-
nimata della parola del docente. Per chi opina come in quest'ultimo caso il
libro del prof. GELIN, pud citarsi a modello e questo fatto non dev'essere stato
ultimo fra quelli pei quali I'Accademia Reale del Belgio, assegnd a quest’opera
I'alta onorificenza di un premio.

11 libro contiene sostanzialmente le teoriche che trovansi nella trigonometria
del SerRET ed & diviso in quattro sezioni, i cui titoli sono — Teoria delle linee
trigonometriche (*) — Trigonometria rettilinea — Trigonometria sferica — Com-
plementi di trigonometria. — In ciascuna son svolti eon molta larghezza gli
argomenti che vi si riferiscono e I'A. non trascura occasione di dare anche piu
dimostrazioni d’uno stesso teorema o diverse deduzioni d'una melesima proprieta.
Questo accade ad es. per le formole relative all'addizione degli archi; per la

1
formola che rende monomia la somma cot a + cot &; per la formola tg 5 (A+ B):

1
tg 5(4—B)=a+b:a—b, che stabilisce la nota relazione tra due angoli

d'un triangolo ed i lati opposti; per la formola che esprime l'area d'un trian-
. . L . . . send
golo in funzione dei lati, per la formola della trigonometria sferica e —

== B = _s_glﬁ; per la formola del LuuiLier che di la tang. di 1 del-
sen & sen ¢ 4
I'eccesso sferico d'un triangolo in funzione dei lati e per I'espressione di questo
eccesso; ecc. ecc..
Non poche sono le cose notevoli contenute in yuesto volume, che difficil-

mente saprebbero trovarsi in altra opera sulla stessa materia, essendo introdotti

nel medesimo gran parte dei perfezionamenti e dei progressi realizzati dalla tri-
gonometria negli ultimi tempi ed alcune novitd dovute allo stesso A.. Noto ad

(*) V1 sara chi s'impuntera alla parola linea, che veramente non ¢ la pitt propria ad indicare
quei rapporti che la trigonometria consldera, ma in fondo ¢ quistlone di parola e non c'¢ da farne
gran caso.
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es. gli sviluppi di sen (@ 46 ¢ +...),cos (@ 4 b4-c4...), tg(a+ b 4c4..),
sen ma, cos ma, tg ma, ricavati nella loro forma generale fino dalle prime pa-
gine; i valori delle tangenti, cotangenti, secanti e cosecanti di tutti gli archi
multipli di 3°, dati con denominatori razionali ; molti esempi di verificazione
di identitd trigonometriche con largo contribute all'analogia fra queste e le
identitd algebriche; molti e interessanti esercizi di risoluzione d'equazioni trigo-
nometriche; una serie assai copiosa di relazioni fra i tre angoli d'un triangolo
obliquangolo; poi un gran numero di formole riferentesi ai cerchi circoscritto,
inscritto ed ex-inscritti al triangolo rettilineo e sferico ed alla risoluzione di
quello, allorché i dati non sono lati ed angoli, come pure relative al quadrila-
tero piano qualunque e inscrittibile, e la trattazione di parecchi problemi non
usuali di trigonometria sferica.

E non meno sviluppate sono le applicazioni pratiche della trigonometria
propriamente detta, prima con numerosi esempi numerici di risoluzione dei trian-
goli si rettilinei che sferici, poi colla risoluzione di problemi relativi alla mi-
sura di altezze e distanze e con un cenno sulle triangolazioni geodetiche.

La 4" sezione dell'opera comprende le teoriche che fanno parte dei comple-
menti della trigonometria del SERRET e in parte anche delle note della edizione
italiana di questa di A. FERRuUCCI, ed oltre a cid il metcdo delle proiezioni, con
applicazione alla dimostrazione generale della formula che di il seno e coseno
della somma di due archi ed alla deduzione della relazione fondamentale della
trigonometria sferica; la somma dei seni e coseni d'archi in progressione arit-
metica; la trattazione di diverse quistioni di massimo e minimo e di questioni
varie di trigonometria. £ da segnalare poi qui una semplificazione della risoluzione
trigonometrica dell'equazione 3 4~ p x + ¢ = o, nel caso di una radice reale e
due immaginarie, per cui non viene in campo la considerazione delle radici im-
maginarie dell'unitd. Tutta la materia vi ¢ svolta sempre in quella forma piana
a cui sopra accennammo in modo da darle un valore altamente didattico.

Non possiamo esimerci perd da un appunto all'intera opera cioé che essa
non sia provveduta di una serie opportunamente scelta di esercizi per gli scolari
sui quali questi potessero esercitare la loro sagacita.

La lettura del libro del Prof. GeLiN persuaderd chi non ne fosse ancora
convinto che anche le matematiche elementari non sono immobilizzate ma ubbi-
discono pur esse alla legge generale della natura per la quale tutto é moto e

progresso.
A. LucLrn

Pabblicaziont ricévate dalla Direzione del Periodico

Giornale di Matematiche ad uso degli studenti delle Universita italiane, pubbli-
cato per cura del professore G. Barraagrint. Vol. XX VII, Novembre-Dicembre.
Napoli, B. Pellerano editore, 1889.

Journal de Mathématiques élémentaires & 1'usage de tous les candidats aux écoles
du gouvernement et des aspirants au baccalaurcat ¢s sciences, publié sous
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la direction de MM. pE LoNgcHAwPps, professeur de Mathématiques spéciales
au Lycée Charlemagne, Lucien Lgvy, agrégé des sciences mathématiques,
directeur des études a I'Ecole préparatoire de Saint-Barbe. 3¢ Série, Trei-
ziéme annce, N. 12, Décembre, 1889). Quatorziéme année. N. 1. Janvier, 1890.
Paris, libraire Ch. Delagrave.

Journal de Mathématiques élémentaires public par H. Vuisert. 14 année. N. 6,
7, 8. Paris, M. Nony et C., 17 rue des Ecoles, 1889-1890.

Rendiconti del Circolo matematico di Palermo. Tomo IIl. Fasc. VI. Novembre-
Dicembre, 1889.

Rendiconti dell’ Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche (Sezione della
Societd Reale di Napoli). Serie 2%, Vol. Ill, Fasc. 12. Dicembre, 1889.

Farorer (A.) — Elementi di algebra ad uso degli Istituti tecnici (1° biennio)
e dei Licei. 8" edizione, migliorata. Venezia, Tipografia Emiliana, 1890.
Prezzo L. 3.

Giupice (F.) — Geometria piana ad uso dei ginnasi e licei. Palermo, Remo
Sandron, editore, 1890. Prezzo L. 3.

— Lezioni d’Algebra dette in un corso libero (litografate). Palermo, 1888-89.

GreEmIGNT (M.) Euclide. Libro sesto novamente esposto. Appendice sulla Misura
delle Grandezze. In Firenze, G. C. Sansoni, editore, 1889. Prezzo L. 1,50.

pE LongeHamPs |G.) Les fonctions pseudo, et hyper-bernoulliennes et leur pre-
micres applications. Contribution élémentaire a l'intégration des équations
différentielles. (Mémoires publiés par I'Académie royale de Belgique, 1889).

RazzaBont (A.) — Sulle rappresentazioni dello spazio sopra s¢ stesso che con-
servono le aree delle superficie corrispondenti. (Rend. della R. Acc. delle
Scienze dell'Istituto di Belogna, 1889),

Tessart (D.) — La Cinematica applicata alle macchine ad uso della Scuola di
applicazione per gli ingegneri, degli ingegneri, e costruttori meccanici.
Torino, E. Loescher, 1890.

TorerLnt (G.) — Su qualche proprietd degli integrali definiti trinomi che sod-
disfano all'equazione diffcrenziale lineare di 2° ordine illustrata da Gauss
(Memorie della Societa italiana delle scienze, Napoli, 1889).

ERRATA-CORRIGE,

A p. 184, del Vol.1V, lin. 4, dal basso, inluogo dil/ 0—25 2 (Zx -+ %) (2;¢~ — %),

. I/B.:; @ .v+r K A T . " 2 in 1
leggasi: i) (? 4) 3 — Tf | stessa pagina a linea 2 in luogo
- .

r

di « = % V13, leggasi = 5 el a linea 1 ai tre valori riportati sosti-

. 13, 7r 15r
tuxscas1.~‘—i P g

— 1 — 1
A pag. 191, linca 14, invece di ryp— VN <E’ leggasi: 0 — VN < 5T

4 B
Lg



SVILUPPO DI ARC. SEN X.
Una formula di trasformazione per arc. tg «

1. L’area del segmento, del cerchio di raggio 1, limitato da un
diametro e dalla corda parallela che ha da esso distanza « &

z .V 1-2%+4 arc. sen 2.

Tal segmento & pure limite della somma dei rettangoli inscritti col ten-
dere a zero dell’altezza d’ ognuno: per ci &

z.V 1—22+ arc. senx —
li . _2_ . _ 1 _ md
l:igo n (l + l/ 1 e +..... + l/ 1 )

dove n ¢ variabile intera ed m esprime, per ogni valore di n, 1'intero
definito dalla

m+l_

Sviluppando i radicali del secondo membro della precedente ugua-
glianza, si ottiene

.V 1=a* 4 arc. senz =

im. = |1 (1 — e pm e e 22 )
im +\l =57 2.4 " 2.4.6 a8 ¢
| S 1 mé 1.3 m8 )
+( g e e e e ]

Sommando per colonne, si ottiene

x.V 1-a®+ arc. senw =
m 1 P42+t n? w3 1 14tet+ ntat W8
lim.2. —_— - .
2 m3 nd 2.4 a® nd
1.3 1°+2“+ ........ +ab w7 )
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epperd, (V. BALTZER, Aritm. Gen., § 12).

.V 1—a®4arc.senx —

9. J2_ 1 24 1.3 o 1.3.5 &
3 2.4°5 2.4.6°7 2.4.6.8°°9 ‘vve
per cui &
23 1 o5 1.3 ot —
arc.senx=2. ( _'2_'3-{.2'3—2_.4_.6'7 ..... )—.c.l/l—a:’
9 ( 1 a3 | 8 1.3 al )
- 2737 2.4 5 2.4.6° 7 " e
1 1 1 )
Ay — = . .8 5 1
(w 5 @ 74~ Ga G L T e
1 3 1.3 &5 1.3.5 a7,
__w+_2_,_3_+2.4 5+2.46 *i‘+ .........
Essendo
arc . sen (— x) = — arc . sena
abbiamo cosi
1 x3 . 1.3 % 1.3.5 af
arc. senx_w+7 ——‘+—2—I' 5 +—24—67+ .........

dove deve essere
a* Z 1
ed arc. senx indica I'arco, positivo o negativo, di minor lunghezza

assoluta avente per seno . Dal precedente sviluppo si pud avere
quello di arc. tga essendo

« 1 2x
arc. tg & = are. sen p e 2 Are.sem T T

V 1+ a2

2. Posto

si ha

tgy+tgy’ x4
l-tgy.tgy’ = 1l=—w.x

gy +y)=
da cui, essendo

y=arc.igx ¥y = arc. tgz’



si ricava
, x4z
arc. tg & 4 arc. tg &' = are. tg T
Da questa si deduce immediatamente la relazione, utile in molti
casi
l_____ _ o 1
are. g o ) R M 8 ) R e A @)

1
a8 oy e

Si ricava, p. es.,

= 1 1 1 1
4 = arc. tg o+ are. tg g+t arc. tg 555+ are. tg T+ 24

KR 1
= $k arc. tg wa

1
are. i e 1) A
K, 1 ] 1
k%‘)\ arc. ig T+ DA — (=12 A=n+1 +arc. tg n+(n2+1). &'
® 1
=k§1 I S iy S ey -y gy |

Con un po’ di pazienza, si possono dedurre formule convenienti

quanto si desidera per il calcolo di = .
F. Grupice.

UN PROBLEMA D’ARITMETICA

(Continuazione e fine).

Prendansi ora per v, %, ....... v, le potenze m*™™* dei primi
n -4~ 1 numeri naturali: 1%, 2, ... (n 4-1)*, le quali, com’¢& noto (7),
formano una progressione aritmelica d’ordine m, ciod sono tali che
le loro differenze m*™ sono costanti ed ugualipoi ad 1.2.3.....m

e quindi le differenze degli ordini superiori tutte nulle.

(*) BaLTzER. Aril. generale. § 28, 10.
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Segue da cid e dal teorema precedente che

AN tp = (n 4 1) —(”) n~+(’2‘) (n— 1) —......
....... +(_1)»—1( )2~+(_1)~ 1,
l.2.3.....m=(m—|—l)"‘—(l)m"‘ (m)(m—l)"'
....... + (=1t (1) 2n 4 (— 1) 1m
¢ che I'espressione
(n 41— ('1’) () =1 —
...... + =1t (]) 2 (=

¢ uguale a zero tutte le volte che sia n > m.

In particolare posto n =25, per m = 4, 3, 2, 1, si ha:
6*—5.5*410.4*—10.3*45.2*—1=0,
6*—5.5410.4—10.3*+45.22—1=0,
6*—5.5"4+10.4*—10.3"45.2'—1=0,
6 —5.54+10.4—10.3 4+5.2—1=0,

com’ ¢ facile verificare.

-------

(4]

Posto cid si ammetta che la formola [1] rappresenti effettivamente
quanti sieno i modi differenti in cui JV pud risolversi in / fattori coniu-
gati, quando m < n — 1, e dimostriamo che essa rappresenta questo
numero di modi anche quando il numero dei fattori coniugati & m 4~ 1.

Procederemo come al n. 3. Moltiplicheremo cioé i numeri delle
combinazioni di n clementi, ad 1ad1,a2a2,..... ad n —m ad

n — m, ordinatamente per le espressioni

In < im 22— () n = )n2 o = (— 1)ym-t (™) 272 4 (— w1, p.-:z )

Eim""—(1)(m—l)”'s-l-....—(—l)"l("'l)2”3+(—l)’"1 1»8‘

e e

|mlimml—( D (m— 1t = (= )1 () 2t e (= 11, 1n1§
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addizionando i prodotti ottenuti. La somma, ordinata per le verticali

del precedente complesso di termini, prescindendo dal comun fattore
1 1 . ’

i1 1.2, (m—1 Y

....................................

Ma, pel teorema del binomio, si ha in generale

(7) om = hy2 + (3) (m — 2y + ... + (2 ) m = Ry =

o h - eh - () et — = Q) (meny - 1

cosicché facendo h =0, 1, ...... m — 1 potrd darsi altra forma alle
m espressioni entro le graffe.

Immaginando eseguita la trasformazione, poi effettuati i prodotti,
finalmente addizionati, per colonna, i termini delle m linee che possono
ottenersi, risulta : '

w_ (m-l) ml-"l s — (=1 (m;l) 3 (- ])m-l | 2n
a ,:;n +(ml-l) (r:zn-ll)n ...... +(_ )ml(m l)___(_ )ml :_

= ()| e () 5 e

.....................................

- e S
1
2

— () mo e D (T ) g —
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Escguendo le riduzioni pei termini delle espressioni entro le graffe,
si riconosce subito che le espressioni stesse sono della forma [4], e per
esse & soddisfatta la condizione 7z > m, onde saranno tutte nulle e il
complesso precedenti di termini si ridurrd, raccogliendo le potenze
simili dei numeri naturali, a

)' e o

n m—1 s

_(1‘_"'_”_"_{%_'_("1;-1)

MENE= e

_(_l)m—li( ; ]) 1 +(m—l)_;_2.3,.+ [5]

_|_(_1)m—13(m—-1 1 } o (1t
L)) et () e

Quando poi si osservi che

%(m; l) m—i"-‘—(;’::}) m-h- 1}(7" Ry = m ] ( r])(M-h)’“ (6]

¢ che i diversi termini delle quattro prime linee dell'espressione [3], ec-
cettuati il primo ed ultimo, hanno la forma del 1° membro della [6] e
sono per conseguenza esprimibili mediante il 2° membro, ponendo in
esso successivamente h =0, 1, 2, ...... (m — 2) e ammettendo che il

-1 C e . . .
simbolo (m 0 ) rappresenti 1’ unitd, si concluderd che il numero di
1

modi cercato, sempre prescindendo dal fattore =1 ¢ anche
espresso da
mtl 3 (m 41y~ — (T) mrT -
...... — (= (G) et = e ) 2 z
— (1, 1_7_‘_;.("‘1“)%_ ...... [7]

...... +(— 1)"*—1(’"l ‘)iz_(_ -t L
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Ora fermiamoci ad esaminare qual sia, in quest'espressione, la

somma algebrica dei termini delle due ultime righe, le quali chiara-
mente possono anche scriversi

—p2tll ("l‘) (';').,. ...... 5
...... +(— 1)1 (’;‘)_(— 1y»—1 (T)! :

distinguendo il caso di m pari ed m dispari. Nel primo caso il
polinomio entro parentesi, che ha allora 1'ultimo suo termine posi-

ht

tivo, & uguale a 2, avendosi

t=r === (1) = (3= 2+ ()]
e la [8] riducesi a

m 1 2 m M1
oo T wta =r =
Nel caso invece di m impari i termini in [8] entro parentesi sono
due a due uguali e di segno contrario, talché la [8] diviene
—_m_l el
m m m
Per avere cosi il valore definitivo della [7] si dovrd in ogni caso ag-

giungere ai termini delle due prime righe la quantita (— 1)® m: L

Rammentando adesso che in [7] fu ommesso il fattore 'lTl(mTl)

ed osservando, analogamente a quanto si disse al n. 3, che con questo
metodo di formazione dei singoli prodotti uno stesso prodotto viene a
comparire m -4 1 volte, sarad da concludere che il numero dei modi
in cui il numero NN pud risolversi in 7 <~ 1 fattori coniugati ¢ espresso
dalla formola

Tﬁz__l)i(m'i'l)""—(?) mr

e (= () 2 e 1~—l§
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che pud dedursi dalla [1] ponendo m 41 in luogo di m. E poichd
la [1] fu dimostrata vera per m = 3, cosi, quando sia m <mn, essa
& vera sempre.

Risulta poi senz’ altro la regola seguente:

Il numero dei modi differenti ne’quali un numero N = a, aq..a,,
dove ay, 8,....2,, Sono fatlori primi diversi, puo risolversi nel
prodotto di m fallori coniugali, si otliene moltiplicando le polenze
n — 1 dei primi m numeri naturali 1,2,....m per i coefficients
det lermini della polenza m — 1™ del binomio, allernalivamenle
cambiatli di segno, incominciando col 4 se m é dispari, col — se m
é pari, poi dividendo il numero ollenulo per 1.2....(m — 1).

Volendo poi considerare anche il caso in cui uno dei fattori sia la
unita, come pud talvolta occorrere, al numero espresso dalla formola
[1], per un dato valore di m, convienc aggiungere quello che si ha
dalla stessa formola sostituendo m — 1 ad m.

6. Possiamo poi osservare, a verifica del risultato ottenuto, che
per la formola [3], questo numero di modi, com’¢ naturale, uguaglia
I’unitd tutte le volte che m = n.

7. Se il numero N anzich¢ della forma a, a,. .. a, fosse uguale ad

a* agﬁ @, , dove ay, as, ... a, stanno sempre a rappresentare numerl
primi diversi, poiché due fattori coniugati che debbono essere primi fra
loro non possono contenere la stessa lettera, si ha che il numero dei
modi nei quali il nuovo numero & decomponibile in m fattori coniugati
primi fra loro, ¢ ugualmente ottenibile applicando la regola del n. 5.

Cosi ad es. il numero 232848 =2¢.3%. 72,11 ¢ risolvibile in
un prodotto di 3 fattori coniugati primi fra loro in

13— 2,954 38

1.2 =6

modi differenti, escluso il caso del fatiore 1.

~ Questi prodotti sono poi

(24.3%).7%.11 =432.49. 11;(24.7%).3°. 11 =784 .27 .11;

(2¢.11).3°.7* =176.27.49; (3%.7%).2¢.11=1323.16.11;

(3%.11). 24, 72 =297.16.49; (7% 11).2*. 33= 539 . 16 . 27.
A. LucLL
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UNA OSSERVAZIONE

RELATIVA AD ALCUNE QUISTIONI DI PROBABILITA

11 Sig. BERTRAND nella sua opera Calcul des probabilités (Paris,
Gauthier-Villars, 1889) mette in guardia il lettore contro gli errori
nei quali si pud incorrere applicando il concetto ordinario di probabi-
lit al caso in cui il numero delle sorti ¢ infinito, e porta quattro
esempi, uno aritmetico e tre geometrici, a confermare le sue osserva-
zioni. Mi pare non inutile aggiungere il seguente molto semplice.

In un piano orizzontale = abbiasi un segmento A B, e sia C il suo
punto di mezzo. Per la retta AB si conduca un piano verticale f e
siano A M, BN le verticali dei punti 4, B. Se si fa cadere nella stri-

scia (A M, BN) un punto pesante P, in modo che la caduta sia rimesssa

al caso, la probabilith che P cadain A C & uguale ad -%% = %

Facciamo ora una proiezione centrale da un centro O, situato nel
piano x, sopra un piano Y passante per AM, e sia AB’ la proiezione
di AB, BN quella di BN, N
C’ quella di C e P’ quella J:]
di P. 1l rimettere al caso: M 104
la caduta di P nella stri- 8
scia (A M, BN) equivale a

rimettere al caso quello i R
della proiezione P’ nella

striscia (AM, B'N'), e la C B

probabilitd che si veda la o’
imagine P’ cadere in AC, A== " B

’

AC
espressa dal rapporto in o 0

non si pud piti prendere sempre uguale ad —;~ ma pud acquistare infiniti

valori differenti facendo solo variare la posizione dell’ occhio.
La proiezione centrale porterebbe parimente a fare osservazioni
analoghe nel caso in cui invece di segmenti si trattasse di aree.
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Non é dunque sempre permesso, neppure in cast molto semplici,
quando il numero delle sorli é infinito, soslituire alla considera-
zione di un caso quella di un allro, in cui le sorli possibili e le
Javorevoli éorrszondono una ad una a quelle del primo.

Aggiungerd anche 1’ osservazione seguente.

A rappresentare le forme possibili di triangolo si possono prendere,
invece dei punti interni ad un triangolo equilatero (V. Cesiro, Volume
XXIV del Giornale di Battaglini, 1886: La roltura del diamante, ¢
MuReRr, Anno IV di questo Periodico, 1889, pag. 161: Dei poligoni
che corrispondono ai triangoli rettangoli ed agli acutangoli ed al-
cune quistiont relalive di probabilita), i punti P interni ad un trian-
golo qualunque A B C, facendo corrispondere ai possibili angoli le su-
perficie dei triangoli PBC, P CA, PAB la cui somma & uguale alla
superficie A BC, che si fa allora corrispondere all’ angolo di due retti.
In tal modo si troverebbe facilmente che la cosiddetta probabilita che
un triangolo formato a caso sia isoscele sta a quella che esso sia ret-

tangolo non come V3.1 (V. la nota citata del MureR), ma come
(m 4+ m' 4+ m") : p,
essendo 72, m’ m” le mediane e p il semiperimetro del triangolo.

S. Rixpr.

ALCUNE FORMOLE RELATIVE AL TRIANGOLO

1. Sia A BC un triangolo. Conducansi le altezze AA"=h, BB’
=1, CC = h" e si descriva il triangolo A" B’ C’, del quale, com'&
noto, le A" A, B' B, C’ C sono bisettrici degli angoli interni, ¢ siano
A", B", C" i punti in cui queste incontrano B'C,, C'A’, A'B' e D, E, F
quelli in cui incontrano il cerchio circoseritto ad A B C.

Pongasi BC=a, CA =05b, AB=c¢c, BC =a, CA' =1V,
AB=c; A'A"=2=, BB"=8, CC"=1v; A'D=d, BE=c,
C F=f e siano R, r, R, v i raggi dei cerchi rispettivamente cir-
coscritti ed inscritti dei triangoli ABC — A, A'B'C' = A'.
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Se O ¢ il punto in cui s’intersecano le tre altezze del triangolo
ABC, si ha

A0=m=2RcosA, BO=n=2RcosB, CO=p=2RcosC,
A'0=g=2RcosBcosC, BO=i=2RcosCcosA,
CO=1=2R cosA cosB,

@ =Rsen2A4, '  =Rsen2B, ¢ = Rsen2C,
A:A=2cosdcosBcosC=1r":R (')

Mostreremo ora che fra i diversi elementi precedentemente notati
esistono altre relazioni non prive affatto d’ interesse.
2. Si ha intanto @’ = Rsen A = 2 R sen A cos 4, onde:

[1] a=acosd, b’=0>bcosB, ¢ =ccosC.

Inoltre poiché A = 'f— ‘A edé RA = (a' 40" 4 ) ¥, segue:
[2] A= (a+b +C). R

ed anche

2A = R(acosA 4+ bcosB~4ccosC) =
R*(sen2 A <4 sen 2 B + sen 2 C)

¢ poiche il fattore fra parentesi, com’¢ noto, ¢ = 4 sen .1 sen B sen C,
infine

[8] A=2 R*send senBsenC = R» .tang.1 tang B tang C.
Dalla relazione :

A :A=2cos A cos BcosC

. , a'b'c __abc R
e dall’ essere A" = g A= g deducesi
a'b'c R 2a'b'c
abe -'R—,——-2COSACOSBCOBC———‘;56—,
onde
(4] R=2R.

(%) BaLTZER. — Trigonometria § 4, 13.
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3.Sihatd=B.l'.cotC=ccos BcotC=2 R cosBcosC =g,
quindi :

[5] a b c _a b c
T YTt =t et =
sen A sen B + sen C -

cos B cos C cos C cos A cosAcosB

sen2 A 4 sen2 B ~+4sen2 C
2 cos 4 cos B cos C

= 2 tang A tang B tang C.
Inoltre evidentemente

(6] ma+nb+pc=2R§acosA+bcosB+CcosC$ =
RR(@ 4V +4c)=4A.

(7] ail + blg + cgi=
4 R cos A cosB cosC; acos A + bcosB+ccosCz=
40y = 4RA;
(8] mnp =8 R3cos A cosB cosC =4 Ry’ =

4R .A.cotA cotBcotC=abc cotA cotB cotC;

[9] anp + bpm 4+ cmn =
4 R? ; acosBcosC—+ bcosCcosA + ccosd cos B t ==

8 R i sen A cos B cos C 4 sen B cos C cos A 4 sen C cos A cos B g =

8R¥sendsenBsenC=abc,

per essere 3 sen A cos B cos C = sen A sen B sen C.

g i ! _ cosBeosC cos Ccos A cosAcosB
[10] 7t T T 7T wnBeenc sen Csen A senAsenB .

m n p __  cosA cos B cosC
1] YT T wnBsnC T senCsama sen A sen B =2.

[12] AW b = @K b = n k- pRE) = A . (@ + b + ¢,

a'+b'+c'

a v ¢
[13] R A S e s = =

Infatti:
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_‘;_+%+_‘::;=wsA+cosB+cos‘C=

1+4sen Asen Bsen;C

per una formola nota di trigonometria, e

a+b+4c sen 4 cos A 4+ sen B cos B 4 senC cos C

1+4. at+b4c é1+4' sen A - sen B + sen C
sen2A +sen2B+sen2C senAsenBsenC
=1+2. sen A + sen B -+-sen C =1+2. cos— Acos Bcos—C

=1—4+4.sen— Asen Bsen;C

dove si € fatto uso della relazione:

1

2

[14] a.sen(BAA — CAA)+ b . sen (CBB — ABB) +
¢.sen(ACC — BCC)=0.

senA+senB+senC—-4cos AcOa Bcos C.

Infatti il primo membro & uguale ad
a.sen(C—B)=+b.sen(4d—C)+c.sen(B—A) =
2 R | sen A sen (C—B) < sen B sen (A — C) 4 sen C sen (B - A) :: 0.

4. Chiamando O’ il centro del cerchio inscritto nel triangolo 4 BC,
dal triangolo OB 0, si ha:

00 =0B + 0B —20B.0Bcos0B0 —
4 R*cos®B 4+ R* — 4 R®cos Bcos OBO'.
Ma si ha: cos 0BO" = cos (0BC — 0’ BC) = cos B'BC cos O'B(C

~+ sen B'BC sen O’ BC == sen C sen 4 =+ cos C cos4 = cos (4 — C),
quindi

[15] m'2=R’—4R’cosB[c0s(A—-C)—-cosB]=
R*— 8R¥*cosA cosBcosC=R(R—4r)=4R (R —2r).

Considerando infine i triangoli A B'C’, A’ B’ (', aventi la stessa
base, abbiamo che AB'C’ : A'B'C=AA4" : A"A’, Ma
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[16] 2ABC =a .AC .sen ACB =d .bcosA cos CAA =

h

a bcosd . 7= ahcos*A=2A.cos®A,

onde: AA”:A"A'=a.cos!A:A . MaA'A" =o', A" =h—7,
eppereid

h—ao' h—B h—v
[17] ‘q, 4¢ _ p,ﬁ : LY,Y =cos® A : cos? B : cos® C.

D. GamsioLl.

SULL' INSHGNANENTO  DELLA MATEMATIGA

’ NELLE SCUOLE CLASSICHE

La matematica ¢ per gli alunni delle scuole secondarie classiche
uno degli scogli pit ardui a superare, pit di quello che non sia lo stesso
greco, il quale se poco si studia, se ne deve cercare la causa, pit nella
poca persuasione che gli alunni e le famiglie hanno della utilita di
questo insegnamento, anzicheé nella difficoltd intrinseca della materia.
L’utilita della matematica invece non ¢ messa in dubbio da alcuno,
appena appena qualche genitore alla vigilia dell’esame fard timida-
mente osservare al professore, che il suo figliolo vuole studiar Legge e
quindi che sul suo sapere riguardo alla matematica si potra non essere
tanto esigenti. La difficolti e il poco profitto qui derivano tutti dalla
natura della scienza stessa, alla quale i giovani si sentono in generale
poco inclinati perche per ascoltare con profitto ogni lezione occorre uno
sforzo notevole della mente, una continua riflessione, uno studio assi-
duo, un esercizio continuo, ed & assolutamente necessario che 'alunno
ahbia sempre presente tutto quello che prima ha studiato. — In questi
studi una piceola interruzione, un momento di distrazione, fanno si che
Jo scolare trovi subito gravi difficolta a seguire il maestro, e se non
¢ dotato di buona volonta, che l'aiuti a riparare prontamente alla mo-
mentanea deficienza, esse si accumulano in breve e viene presto il
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giorno in cui il giovane se ne trova avvolto come in una rete intrica-
tissima della quale non sapra liberarsi, perché gli manca il tempo di
riprendere lo studio metodico ed ordinato della materia fin dai pri-
mordi; e se anche lo assiste il buon proposito di mantenersi in corrente,
al maestro che l'interrogherd dovra rispondere: che sebbene abbia stu-
diato tanto, non ha potuto capire. Una volta che il giovane sia convinto
che la matematica non la capisce, & inutile ogni esortazione, ogni
-ammonizione perché ne coltivi lo studio con amore; nella migliore
ipotesi non se ne occuperd che quel tanto da poter mostrare all’in-
segnante che ha fatlo quanto ha potuto, sperando che il professore,
convinto di cid, lo tratti con indulgenza e gliene tenga conto il giorno
dell’ esame. Del resto a che mai & ora ridotto 1'esame di matematica
nel Ginnasio e nel Liceo? Abolito, o quasi, ’esame scfitto; che criterio
dell'istruzione di un giovane pud dare la sola prova orale? A questa &
assegnato un limite minimo di quindici minuti per la licenza, di dieci
per la promozione; & difficile, per la buona distribuzione degli esami,
che questo limite possa essere superato, dal momento che in molti licei
le commissioni esaminatrici sono occupate tutto il mese di luglio anche
sedendo le otto e dieci ore al giorno, e nell’ottobre debbono affrettarsi
per poter riprendere le lezioni il giorno fissato. Nei quindici minuti &
quindi necessario: preparare la figura, scrivere le formule algebriche,
correggere gli errori che il candidato commette, che per poter andare
innanzi non si possono lasciar passare in silenzio. Queste cose, insieme
ad altri piccoli perditempi inevitabili, minaccerebbero di assorbire tutto
il tempo disponibile, se per evitare ogni complicazione non si riducesse
I'esame a domandare qualche definizione, a far eseguire qualche ope-
razioncella, a far dimostrare qualche teorema semplicissimo.

D’altra parte colle disposizioni che attualmente regolano 'insegna-
mento secondario, la matematica sembra che sia stata messa affatto
in seconda linea, e mentre una volta teneva colle lettere il primo po-
sto, ora trovasi in condizioni tanto difficili da far temere che il profitto
diventi pressoché nullo.

Infatti per cominciare fino dalle prime tre classi del ginnasio,
mentre cogli ordinamenti entrati in vigore nel 1870, e che durarono
con leggere modificazioni fino al 1883, erano assegnate due ore di

.
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aritmetica pratica per settimana e per classe, ora queste due ore sono
divise fra I'aritmetica e le nozioni di scienze naturali. La maggior
parte di questo tempo non resterd certo all’aritmetica, perché le no-
zioni di scienze naturali essendo cosa aflatto nuova per questi scolari
e comprendendo un programma abbastanza vasto, dovranno prendere
il maggior numero di lezioni. Per I'aritmetica bastera accontentarsi di
assegnare gli esercizi di casa che il regolamento prescrive, e non re-
sterd molto tempo per farne in iscuola una correzione a viva voce,
assai piu efficace di quella fatta segnando gli errori sulle pagine pre-
sentate, essendo molto dubbio che i giovanetti ritornino sul lavoro
fatto por correggerne gli errori. Non sard quindi possibile assicurarsi
se gli alunni hanno lavorato del loro, e per poco che la scuola sia nu-
merosa la maggior parte di essi potra impunemente farsi fare da altri
il compito di casa; e I'insegnante che correggerd questi temi potrebbe
credere, se I'esperienza non 'ammaestrasse, che i suoi alunni siene
espertissimi nel calcolo numerico e nella soluzione dei problemi, men-
tre in realtd, quando saranno giunti alla fine della terza ginnasiale,
dell’aritmetica avranno dimenticato la maggior parte di quanto ne
sapevano uscendo dalle scuole elementari. — Anche la disposizione
del nuovo regolamento, che in tutti gli esami del ginnasio inferiore
I'aritmetica e le nozioni di scienze naturali costituiscano una sola prova,
e quindi sia uno solo il punto di merito che esprima il profitto com-
plessivo nei due rami di insegnamento, & tutto a scapito dell’aritmetica.
Poiché i giovanetti, e per la novitd dell'insegnamento e per le suc
maggiori attrattive, daranno certamente la preferenza allo studio delle
nozioni di scienze naturali e potranno col buon profitto in questo ramo
riparare alla deficienza nell’aritmetica, senza che si veda come una
cosa possa supplire all’altra.

Al Ginnasio superiore, sempre cogli ordinamenti del 1870, erano
assegnate sei ore settimanali, tre per classe, pel solo insegnamento
dell’Aritmetica ragionata. Era questo un tempo sufficiente allo scopo,
ma non eccessivo, perché 1’Aritmetica ragionata & forse la parte pin
difficile della matematica elementare e per ottenere qualche risultato
bisogna insistere, insistere molto su ogni dimostrazione, e non bisogna
tralasciare gli esercizi, perché non succeda che imparando I’Aritmetica



ragionata gli alunni scordino la Tavola pitagorica. Ora nel Ginnasio
sono riserbate solo due ore settimanali per classe, e queste per inse-
gnare non solo I’Aritmetica ragionata (di cui il programma & quasi
sempre il medesimo, giacché difficile sarebbe diminuirlo), ma anche il
primo libro degli Elementi di Geometria dell’Euclide. Come si potrd
fare a svolgere in modo proficuo il programma in quel tempo? Sard
necessario sorvolare su tutto, limitarsi alle nozioni pii semplici, ri-
durre la materia allo stato di scheletro, fare pochissime ripetizioni,
interrogare appena quel tanto che & necessario per poter segnare per
ciascun alunno un punto di merito per la votazione bimestrale. Di
assegnare esercizi scritti in iscuola non si parlerd neppure, perché
come si potrebbe in tanta angustia di tempo, sacrificare per essi qual-
che ora di lezione ? Dei compiti di casa non se ne potra fare in iscuola
che una correzione sommaria, senza potersi assicurare della loro au-
tenticita. E poi, dal momento che ¢& abolita la prova scritta d’Aritme-
tica nella licenza ginnasiale, come far entrare nei giovani la convin-
zione che la matematica non si pud imparare, se non esercitandoli
con temi scritti, sinceramente fatti e senza aiuto, allo sforzo necessario
a trovare da s¢ le relazioni fra i termini di un problema, o la ragione
-necessaria di un teorema?

La matematica non si impara con un semplice sforzo di memoria,
ed anche per poter ricostruire la dimostrazione di un teorema o la so-
"luzione di un problema spiegati dal maestro & indispensabile che il gio-
vane sappia li per li scoprire quei legami logici che ne segnano la via,
“ed in questo non potra divenire esperto se non con continui esercizi.

( Continua) .

DEMETRIO VALERI
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
b), 28, 37, 43, 45, 47 ¢ 50

b). Il lnogo dei punti, del piano di un triangolo dato, tali che { piedi delle
perpendicolari, condotte da wio qualunque i cssi ai tre latiy forivino un trian-
golo di data area, & una circonferensa concentrica a quella circoscritta al trivn-

golo dato. (G. Lormn).

Dimostrazione del Prof. F. Viayyi. ()

Sieno O, R centro e raggio del cerchio circosciitto al triangolo A B C; M
"un punto qualunque del suo piano, MO =Ry, ed A’,B',C" i piedi delle per-
pendicolari condotte ai suoi lati da M.

11 quadrangolo M B'A C" ¢ inscrittibile nel cerchio di diametro M A; in
esso e nel cerchio ABC le corde B'C’ e B C tagliano archi simili, quindi sono
proporzionali ai diametri; dalla quale osservazione, estesa agli altri quadrangoli
inserittibili che si presentano nella figura, si deducono le relazioni

2R.BC =a.MA,2R.CA' =h.MB,2R.AB =c.MC. [1]

Condizione necessaria e sufficiente perché 4', B', C" sieno in linea retta, nel quale
caso formano un triangolo d'area nulla, & che uno dei segmenti 4" B’, B (',
C' 4" eguagli la somma degli altri due, ossia, per le [1], che uno dei rettan-
golia.MA, b.MB, c.MC eguagli la somma degli altri due, e quindi (pel
teorema di Tolomeo) che M sia sul circolo 4 BC: e questo forma il teorema
di SimsoN.

Sia & 1'area del triangolo 4" B’ C'; esprimendo 1'area in funzione dei lati
e ricorrendo alle (1], si ha

256 RY3: = — o . Jra* — 0t Bt~ o4 G 2500 A B 4L [2)

Si costruisca la circonferenza di centro O e che passi per M; essa incontri
in Ay, By, (1 le direzioni 04, OB, OC: la formola [2] relativa alle proiezioni
di M sui lati del triangolo 43 By Cy, i cui lati sono proporzionali ad «, b, c,
pel teorema di Simson, di luogo alla seguente:

—u‘.m:—b‘.jfl}:—04.M-(‘:+21c2b2.‘mf.ﬂl_b‘f+...:0. 3]

Sia A I'area del triangolo 4 B C; e suppongasi, per fissare le idee, che M
sia interno all'angolo By 4y Cy del triangolo, epperd M Ay . By Cy = MBy . Cy 4y
+ M0y . Ay Bl' perciod

(*) Altre dimostrazioni pervennero dat Sigg. Prof. S. Catania, S. Gatti, F.Pulatini, L. Mariscotti,
@. Russo.
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B (=3 B G+ B G A+ 004 B) =
—2(4 B . BiCi.C 4y) . (MBy . MCL. B ()=
— 32 (4B 1) . (MB 1)K
el altre due relazioni che si deducono dalla precedente con cambiamento di

lettere e prendendo positivo 1'ultimo membro: dalle dette relazioni, nelle quali
Ay By, By Cy, C1 Ay si esprimano in funzione di ¢, a, b, By, K, si deduce:

o (= a3 . MAY + 03 3B} + 2. JICY) + 0% (a 5M AT — 03 . 3IB + 2 M CT) +

_ __ — I
¢ (a3 MA 412 . MB| —c* . ]C1) =32 . —I‘? (41 By €1)' =32 R A® (4]
(51

Fra i quadrati dei scgmenti MO, M A, M 4y uscenti da M, e le distanze dei loro
estremi, che sono in linea retta, sussiste la relazione

A = —g— ¥4+ (R —R)

per mezzo di questa e delle due analoghe, elimino M4, M B, MC dalla [2];

R\
e, riduzion fatta, come coefficiente di (Tx) comparira il 1° membro della [3],

2R (R — R

come coefficiente di comparird il 1° membro della [4] e come

coefficiente di (R;y — R)* il quadrato del quadruplo dell'area 4 BC; dunque
si ha:

256 R4 8 = 64 RR, (R — R)? A? + 16 (Ilj — R)! A%
dalla quale

2 2
Rl—R
P . 5
=+ iR A (5]
ed anche
R1=Rl/]i_4A_8.. [6]

Ora se M si muove nel piano su di una circonferenza di centro O, essendo
Ry costante la formola [5], nella quale sceglieremo il segno in modo da rendere
positivo il 2° membro, prova che & & costante; e, se 3 si mantiene costante,
dalla [6] si deduce che M muovesi su due circonferenze di centro O, e di queste
una pud mancare o ridursi al punto O se § > -%

La formola [6] che pud scriversi cosi:
44 B Cy=+(41B i — ABC)

suggerisce una costruzione molto semplice per ottenere il luogo quando sia data
I'area di A"B'C'.
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28+, S¢ da un punto, inteirno ad un poliyono ecquilatero, si yridano sey-
menti terninati ai lati, uno per ciascun lato, ¢ tulti eyualmente inclinati swi
rispettioi lati, la somma di tutti questi segmenti é indipendente dalla posizione
di quel punto, e, per un dato poligono, essa & minima quando i segmenti sono
perpendicolari ai rispettivi lati. (D. BEsso).

Dimostrazione del Sig. (. Aicllo, alunno del R. Liceo V. E di Napoli.

Sia n il numero dei lati del poligono, ! la lunghezza di ciascun lato. Nel-
I'interno del poligono prendansi due punti O, Oy e si conducano da questi, in-
panzi tutto, le perpendicolari ay, ag,...... an; by, bs, ..... by ai rispettivi
lati. Congiungendo O ed Oj coi vertici del poligono, questo resta diviso in due
classi di triangoli, quelli che hanno vertice comune in O e quelli che hanno
tutti i1 vertice in Oy. Esprimendo che la doppia somma delle arce dei triangoli
della prima serie uguaglia quella delle aree dei restanti triangoli, equivalends
ambedue al doppio dell'area del poligono dato, si ha 1'eguaglianza:

lay + lag 4= ...... Flen=1l 4+ lbg 4 ...... + by,
da cui, dividendo per /, deducesi:
(1] ay+ag+...... +an=b14+bg+ .c.c. & Uy.

Conducansi ora per O ed Oy, rispettivamente, i segmenti ag, %2, ..... %
e P1, B2, .... Bn ugualmente inclinati sui lati del poligono per un angolo che si
suppone non retto. 1 segmenti « e f insieme coi segmenti a e b e coi lati d:l
poligono, determinano dei triangoli rettangoli tutti simili, per avere uno stesso
angolo acuto. Segue da cid che

PR bk .
« s T= ceeveee n - b - b T T tn
e quindi
o + A A4 .o en. + Un — ﬁl + §2_+

ay +_(;; + e 71TI)z -+

Ma per la [1] essendo cguali i denominatori dei due membri, saranno uguali
anche i numeratori, onde

T - S T N T TT TR o o

Iy

e cosi la summa dei segmenti « & indipendente dalla scelta del punto O, c. d. d.
Essendo poi ay > a1, ag > ag,...... oy > an segue che la somma delle «
¢ minima quando i segmenti considerati sono perpendicolari ai lati.

Dimostrazione del Sig. G. D’ Asdia, alunno del R. Istituto tecnico di Girgenti.
Se ! rapprescnta la misura del lato del polipono di n lati, O un punto
interno qualsiasi del medesimo, « 1'angolo costante che i diversi segmenti ay,
ag, ......ay tirati da O e terminati ai lati, formano coi lati stessi, 1"area di
uno qualunque dei triangoli che si ottengono congiungendo O coi vertici del
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l .
poligono, sard evidentemente 2 la; sen %, onde si avra 1'eguaglianza

1 1 E
S=—2— lay sena - lag sen a4 . ...+ lay, sen o =?lsena . Za,

dove S rappresenta l'area del poligono. Di qui ricavasi

28
Sa =—
!.sen o

e poiché S, I ed « sono costanti cosi la somma dei segmenti a ¢ indipendente
dalla posizione di O.

37*. Trovare il resto della divisione per 13 di 719, (A. Luawi).

Soluzione del Sig. P. Marano, studente privato a Catania.

Applicando alle successive potenze di 7, ciascuna considerata come il pro-
dotto della precedente per 7, il teorema che se due numeri si dividono per lo
stesso divisore, il prodotto dei numeri dati e il prodotto dei resti divisi per
questo divisore danno resti uguali, si avra:

T=mul 1347, 7*=m. 13410, 73 =m. 13 45,
TP =m. 1349, P=m. 13411, 7 =m. 13 + 12,
MM=m 1346, ¥ =m. 1343, 79°=m. 1348,
TO=m 1344, M=m 1342 T8=m 13+ 1.

Ed ora analogamente ogni potenza di 712 divisa per 13 dard per resto 1
ed avendosi 100 = 12 . 8 + 4, il resto della divisione di 719 per 13 sara quello
stesso di 74, ossia 9 (°).

43". Dei tre quadrati inscritti in un triangolo il maggiore & quello che
appoggia al lato minore. — La proposizione ammette eccezioni? (A. LugL). -

Dimostrazione del Sig. C. Aiello, alunno del R. Liceo V. E. di Napoli.
Indicando con a, b,c i lati del triangolo, con A, &', ” le altezze relative,
i lati dei quadrati inscritti nel triangolo e insistenti sui lati a, b sono, com’é
ah 124 '
a4+h’ b+hn"’
il doppio dell' area del triangolo, cosicché se supponesi a < b sard da dimo-
strare che b+ A" > a+ h. A tal uopo si osservi che si ha:

noto: Si noti che i prodotti ak, bA’ sono uguali, esprimendo

h » I/ b4 bh
b+h'=b+£~t=-—j—_£-; a_'_h:.a_"'_".,
. b b b ,
Sottruendo si ricava:
b(h—a)+h@=b) _ (b=h) (h —a)

G+L)—(a+h) = > = 7

(*) Analoga soluzione pervenne dal 8ig. P. Patrassi (R. Istituto tecnico di Ternl). N Sig. C.
Aiello (R. Liceo V.E. di Napoli) risolve questa quistlone ricorrendo al teorema di FurMaT, ma pid
laboriosamente.
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Ora essendo evidentemente: b > /i e per ipotesi b > a, segue che il 2° mem-
bro di questa eguaglianza é > 0 e cosi il primo membro, onde b 4+ 2" >
a+h, c.d d.

Se il triangolo considerato é rettangolo ed a e ¥ ne sono i catet.i' a=F,

ah b
b=h, e a_-lTit. TE sono eguali fra loro perché uguali ad ——- + 5

anche e e b siano disuguali, e quest’ & 1'eccezione che la proposizione ammette.

quando

1l Sig. §. Lopriore (R. Liceo Bari), che sviluppa questa stessa quistione,
osserva che b:a=="1h:1', onde di queste quattro grandezze essendo b la mag-
giore, e quindi 4’ la minima, sard (EucLipg, 5°, XXV): b + L' > a + /, ecc...

45. Se A’ ¢ il punto del lato BC di un triangolo ABC pel quale si ha
BA': A'C=m ¢ P il punto in cyi AA' incontra la circonferenza circoscritta
al triangolo, dimostrare: 1° chs

cla4c)+mb(a+b)

V (I4+m) @b 4c) —alm
2° che il valore massimo della somma delle tre distanse del punto P ai tre
vertici del triangolo si ha quando questa sommna uguaglia

PA+ PB+ PC =

2 Y R(R+2r),

dove R e ry indicano il raggio del cerchio circoscritto al triangolo e quello del
cerchio ex-inscritto relativo al lato a. (A. Lucu).

Dimostrazione del Prof. G. Ribon:.
1° Dal triangolo 4 B C, applicando il teorema di Stewart, si ha:

A A+ 0. BA =44} a4a.BA;. AC 1)
Ora da —oab D BA = e 4O =
ra 8.71‘(7_771 segue: .'1_l+"‘ez1 _]—_F;;
Dai triangoli simili A4;B, PALC si ha poi Ady = BA; - mab
ai triangoli simili 1B, 1C si ha poi 1= Bt 3, _1"1}‘(T-i:m)

— a c .
PC PC (1 +m)
Sostituendo nella (1) i valori di BAy, A(C ed il primo dei valori di A4d;,
dopo aver diviso per A;C, si ottiene:

e dai triangoli simili AA;,C, PAyB: AA; = 4,C

m? a? b2 ma®

2= )
M= UEm T Tem

da cui:
mab

V (1 4+m) (mb? 4 c?) — atm

PB =
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Similmente sostituendo nella (1) il 2° valore di AA; si ricava:

ac

= V 04+m)(m P ) —atm

pPC

Dal quadrilatero 4BPC inscritto, pel teorema di Tolomeo, segue la re-
lazione:

a.PA=b.PB 4c. PC.
Sostituendo in essa i valori trovati di PB e PC si ricava:
c? 4+ mb?
YV (I4+m)( +mbl) — mat
c(a4c)+ mb (a4 b)
V (4m) (¢ +mb?) —am

PrPA =

equindi: PA+4 PB4 PC= c.d.d.

2° Per la ricerca del massimo trovo conveniente cambiar la variabile. Percid
posto ang . BAP = x osservo che:

PB=—2Rsenx, PC=2Rsen (A -x), PA= ~2ai (bsenx + csen (A — x)),
percid

PA4+ PB4 PC =

a (a+b)senx+(a+c)sen(A—x)£.

La funzione da render massima é&: (a4 b)senx 4~ (a+c) sen (A - x) = 3.
Sviluppando ed ordinando rispetto a sen x si ha:

(@402 =2 @+ @) cost 4 (a02) sent x —
—2: (a+b — @40 cosA) genx + 3 — (24-¢)? sen? A = 0.
e perché senx sia reale & necessario che sia:
a2 (a+b-(a+c)cosA)'-
((a+b)* —2(@+b) (a+c)008A+(a+c)’) (z’—(a-[-c)’ sen? A)_>_ 0

od anche, sviluppando e riducendo, che sia:

3 K Va4t — 2(a+0b) (a4 c) cosA + (a4 ot

11 massimo cercato adunque &:

2R ’/
a (@482 — 2(a4b) (a+c) cos A 4 (a+c)? -

E facile verificare 1'identitd di questa espressione colla data 2 J/ R (R 27r1)

A p (1 -cosd)
ed ry = ptang o = emd "

. 3 = a
quando in questa si ponga R = 2sen A
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11 valore di senx in questo caso é:

_ a+4b—(a—+4c)cosA L
T Y @+ —2@+b) @+ cos A+ (atof

sen

Osservazione — Se si prolungano AB ed AC, rispettivamente in E ed F,
in modo che BE = CF = a sard

EF=3p @+0b? — 2@+1?d) (a+c)cosA+ (a+c)?:

la AP (nel caso del massimo) divide I'angolo A per modo che: ang . BAP +- AFE =
= CAP 4 AEF = Retto, come si pud dedurre dal valore di sen x; infine il mas-
simo equivale al diametro del cerchio circoscritto al triangolo AEF, il che risulta
dalla espressione trovata, ed equivale anche al doppio della distanza del centro
del cerchio circoscritto al triangolo ABC dal centro del cerchio ex-iscritto tan-
gente al lato a, come risulta dalla espressione data (*).

&T". Verificare le disuguaglianse
m (b=—a) 1 1 nt (b —a)
gt < o g < i
nelle quali ¢ b > a > 0, ed m significe un intero positivo. (D. Bgsso).
Soluzione del Sig. A. Seymandi, allievo della Regia Accademia navale di

Livorno. (™).
Basterd verificare che

n (b —a) bm — gm an (b =—a)
BT TRl G sl
ossia che
m m—=1 4 qbm—2 4 ... +amr—2) g am—1 in .
AT T e TR L)

Ora, essendo b > a, si ha evidentemente:

mam =1 m—1 palm=2+4 . am—2h 4 —1 mim—1

moo- ym=1 4 abm—2 4 ... +am—2h 4 gm—1 n
abm < a™ m < am b

ed a piu forte ragione la [1] per essere alm { m+1l e amb > am+1,

(*) Cfr. Baltzer — Planl, §. 14, n. 4.

(**%) Soluzioni analoghe da C. 4iello (R. Liceo V. E. di Napoli); 4. Baldassarre (R. Istituto
tecnico di Bari); @. Bitonti, G. Gallucci e R. Maltese (Istituto tecnico di Catanzaro); A.Coacci (R.
Istituto teenico di Roma); 4. Darigo e G, Menicanti (R. Accademia navale di Livorno); O Manfredi
(R. Istituto tecnico di Reggio Emilia); P. Marano (Studente privato in Catania'; M Miconi e P.

' Patrassi (R.Istitato tecnlco di Ternl); 8. Lopriore (R, Liceo di Bari); G. Piuma (R. Licco Colombo di
Genova); P, Rizzuti (R. Liceo di Catanzaro).
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50*. Dimostrare che in wun decagono stellato, quale si otticne prolungando
i lati d’un pentagono convesso, il prodotto dei lati di posto dispari é wuguale
al prodotto dei lati di posto pari. (D. Besso)

Soluzione del Sig. G. Mickele Nobile, alunno del R. Istituto tecnico di Chieti.

Sia Ay Ag Ag A4 A5 un pentagono piano convesso: 'intersezione di due lati
non consecutivi la chiamo con la lettera B munita dell'indice che ha quella
del pentagono non situato su di essi: ottengo cosi il decagono By Ag Bs Ag By
Ay Bs As B Aq By .

I triangoli Ay As B4, As As Bs hanno in Ag angoli eguali o supplementari;
quindi il loro rapporto & quello del prodotto dei lati dintorno agli angoli di
vertice As, eppercio

By Ag Ay Ag By . Ag Ag
"By As | AsAs Bs . Avds
Analogamente si ha
B5A3_ As Ag By . As Ay BlA4_ A3 Ag By . Ay A
BiAs A3 AJBi . Asds | By Ay AdAs Bz . As Ay
BgA(,_ Ag Az Bg . Az Ay BsAl_ As Ay Bg . Ay Ag
"By As A5 A1 Bs . Ay As | BaAi | Ay Ag By . As Ay

Moltiplicando membro a membro queste uguaglianze, deducesi

By As . Bs Ag . By Ay . Bs A . Bs Ay —
DBy Ag . By Ag . Be Ay . Bs As . B4A1—_ ’

c.d.d. ().

Soluzione del Sig. U. Grossato, alunao del R. Istituto tecnico di Terni.

Chiamando ay, f1; «s, B2; a3, Bs; a4, Pa; a5, 85 gli angoli alla base dei 5
triangoli formati da due lati del decagono e da un lato del pentagono convesso a
cui essi vanno a terminare; ay, by; ag, be; as, bs; aa, be; as, bg i lati rispettiva-
mente opposti a questi angoli, che sono in pari tempo i lati del decagono, si avra:

ay sen B; = b1 sen &y, ag sen P2 = b sen ag, as sen P3 = b3 sen u3;

ag sen By = by sen oy, as sen B3 = b5 sen az

e poiché By & uguale o supplementare ad a2, 82 uguale o supplementare ad as,
ecc., risulta sen B; = sen 2, sen 82 == sen a3, ecc., onde moltiplicando membro
a membro le precedenti uguaglianze, e sopprimendo i fattori uguali nei due
membri, si ottiene

’
ay.ag.ag.a4.a5=—2=>0; .bg.bs.by.0l5. c.d. d. (*".

(*) Solazioni tanzial te analoghe da C. Aiello (R, Liceo V. E. di Napoll), 4. Baldas-
sarre (R. Istituto tecnico di Bart), G. D’ Asdia (R. Istituto tecnico di Girgenti), L. Giuliodori (Scuola
tecnica di Osimo), E Piccioli (Liceo di Chiavari), P. Patrassi (R. Istituto tecnico df Terni), Ric-
carda De Atbini, D. Manacorda e @. Vincenti (R. Istituto tecnico di Roma), @. 4. Venturi (R. Istituto
tecnico di Reggio Emilia).

(**) Soluzione analoga dal Sig. P. Patrassi alunno del R. Istitato tecnico di Terni.

I Biguori P. Patrassi ed L. Giuliodori osservano giustamente che la proprietd cnunciata sus-
siste per qualunque poligono stellato di 2n lati, ottenuto prolungando i lati di un poligono com-
vesso di n latl, purch¢ non sia n (5.
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Si dichiara inoltre ricevimento delle soluzioni seguenti: quistioni &) dal
Sig. F. Benucci, F. Palatini; €). S. Gatti, F. Palatini, F. Viagyi; 2% C. Aiclly;
43", C. dicllo, S. Lopriore; 44*. C. Aicllo; 46. F. Viugyi, U. Scarpis; 48.
S. Catania, L. Merante, F. Viaggi; 49. L. Merante, F. Viaggi; 51 e 52 G.
Russo, U, Scarpis, F. Viaggi; 93" G. Michele Nobile; 94*. C. Aicllo, A. Bul-
dassarre, A, Coacci, S. Lopriore, 0. Manfredi, P. Marano, G. Marsilia, P,
Patrassi, G. Piuma; 99*, C. Adicllo A. Buldassarre, G. Bitonti, A. Coucct,
Riccardn De Albini, G. Gallucei, S. Lopriore, R. Maltese, P. Marano, Z. Men-
goni, G. Piauna, M. Righetto, G. A. Venturi, G. Vincenti — soluzioni alle
quali si dard evasione col fascicolo venturo.

La Direzione.

QUISTIONI PROPOSTE (*)

B56*. Dimostrare che, indicando con A4, B, C, D quattro vertici
1 y b 1 q
consecutivi d'un poligono regolare, si ha

AC’= AB x (AB+ AD).

B'?*. Dimostrare che, se un triedro ha un diedro retto, la somma
dei coseni dei tre angoli piani non pud essere eguale a — 1.

B58*. Un tronco di piramide, in cui il perimetro della base mag-
giore & doppio di quello della base minore, & diviso in due parti equi-

. . . . 1
valenti con un piano parallelo alle basi: calcolare a meno di 10000
il rapporto delle distanze del piano segante dalle due basi.

B9. Dimostrare che il rapporto del raggio del cireslo inseritto
ad un ettagono regolare al raggio del circolo circoseritto soddisfa alla
equazione

82 — 4’ — 424 1=0.

60. Dimostrare che la somma dei quadrati delle distanze d'un
punto qualunque d’una superficie sferica dai quattro vertici d'un

(*) Il tempo utile par I'invio delle soluzioni delle quistioni nuove e di quelle rimaste Insolute,
acade un mese e mezzo dopo la chiusura della redazione del fascicolo. La data di chinsura si tro-
vera nell'ultima pagina di clascun numecro del Perlodico.

Le quistioni coutrasscgnate con aaterlsco sono esclusivamente indirizzate agli alunni delle no-
stre scuole,
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tetraedro a facce eguali, in essa inscritto, ¢ eguale ad otto volte il

quadrato del raggio.
D. Besso.

B81. Fra quali limiti deve variare 1’angolo acuto z, acciocche
I’angolo B, legato ad « dalla seguente relazione

V2 +14+ (V2 +1)tgategB+tga—tgh  tgx
V2 —1+(y2 —1)tgatgh—tgattgh  tgh

sia pur esso acuto?

62*. Essendo a e b numeri interi primi con 30, dimostrare

che 1’ espressione
a® 4 ad® — a® 05 — b®
rappresenta un numero multiplo di 720. :
S. GATTL

B3*. Costruire un triangolo dato un lato, 1’ altezza relativa a
questo lato e la bisettrice dell’ angolo opposto.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Das geschichtliche Element im mathematischen Unterrichte der hiheren Lehran-
stalten. Vortrag gehalten bei der 62. Versammlung Naturforscher und Aerzte
zu Heidelberg von P. TREUTLEIN, Professor am Gymnasium zu Karlsruhe
Braunschweig, 1890, p. 32.

In occasione del XLII Congresso dei Naturalisti e Medici tedeschi, tenutosi
ad Heidelberg pel Settembre ultimo scorso, il signor P. Treutlein, conosciutis-
simo pei suoi lavori intorno alla Matematica delle etd passate, ha pronunciato
un importante discorso avente per iscopo di far ottenere un posto nell' insegna-
mento delle Scienze esatte a considerazioni di ipdole storica, discorso sul quale
credo opportuno attrarre l'attenzione dei lettorl di questo Periodico.

Pretendere che la storia sia un ingrediente dell'insegnamento scientifico piu
elementare sarebbe esagerazione e dal pericolo di cadere in essail signor Treut-
lein ¢ difeso dalla sua lunga esperienzu didattica. Invece, il desiderio che nel-
l'insegnamentio superiore si trovi un eclemento storico, si pud ritenere, almeno
in parte, gia soddisfatto, giacché¢ — prescindendo anche dai corsi speciali sulla
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storia della Matematica che furono istituiti presso alcune Universita — ¢ lecito
asserire non esservi alcuno fra gli insegnanti di Istituli superiori che non inse-
risca nel corso delle sue lezioni, con maggiore o minore larghezza a seconda
delle sue tendenze particolari, delle notizie storico-bibliografiche relative all’ar-
gomento che svolge. Ma questo stesso desiderio & ragionevole nell'insegnamento
medio e d'altronde é finora insoddisfatto.

Che esso sia ragionevole é dimostrato da questa sola considerazione. Negli
Istituti di istruzione media i vari rami d’insegnamento hanno il fine comune
di sviluppare l'intelligenza dello scolaro e di assicurargli quella coltura gene-
rale che gli sard necessaria qualunque sia la via nella quale si mette: per cio
si cerca sempre di stabilire il pit gran numero di intimi rapporti fra di essi.
Assai spesso perd accade di udire affermare che la Matematica sta da s¢ e deve
rimanere isolata, che l'indole sua si oppone a che fra essa e le altre discipline
venga stretto qualsiasi legame, ecc. Orbene a nostro avviso queste affermazioni
800 troppo assolute e se nell'insegnamento della Matematica esistesse un ele-
mento storico, il legame in diszorso sarebbe ben presto stabilito. Se, ad esempio,
il matematico della scuola esponesse i metodi usati dai vari popoli per leg-
gere e scrivere i numeri, egli avrebbe occasione di completare l'insegnamento
delle lingue classiche facendo conoscere i s'stemi di numerazione dei Latini e
dei Greci, o di rendere ragione delle denominazioni strane soirante-dir, quatie-
vingt, ecc. incontrate da’ suoi alunni nel corso di lingua Francese. Se egli par-
lasse un po' delle origini della Geometria, non solo impedirebbe a’ suoi disce-
poli di condividere I'opinione (cosi errata e pur tanto diffusa!) che la Geometria
sia uscita dal capo di Euclide come Minerva dalla testa di Giove, ma potrebbe
far loro conoscere quanta parte ebbero nella sua fondazione e nel suo sviluppo
quel Platone e quell'Aristotele che essi ebbero occasione di ammirare nello
studio della Filosofia. Ed egli potrebbe ancora citare il nome del grande filo-
sofo di Stagira per dimostrare come l'uso delle lettere nell’Aritmetica generale
abbia probabilmente la sua prima radice nel costume che questi aveva d'indicare
mediante le lettere dell'alfabeto i concetti astratti.

I punti di contatto che verrebbero cosi a stabilirsi fra l'insegnamento delle
Matematiche e gli altri insegnamenti sono innumerevoli e un po' d'attenzione &
sufficiente a rivelarli; l'accertamento della loro esistenza farebbe acquistare alla
istruzione media ovunque l'aspetto di un solido cristallino invece dell'apparenza
di un conglomerato da essa ora in gran parte posseduto. Non & qui il luogo
né il momento opportuno per entrare in particolari sul modo con cui questo
intento si potrebbe raggiungere; il signor Treutlein lo ha dimostrate su parecchi
esempi assai bene scelti, suggeritigli dalla lunga sva pratica; il lettore 1i trovera
nel lavoro originale accompagnati da altre argomentazioni connesse alla questione.

Un'obbiezione alla tesi sostenuta dal Prof. Treutlein che si presenta spon-
tanea & l'esiguita del tempo che gencralmente ¢ concesso allo svolgimento dei
programmi ufficiali. L'obbiczione é grave ed io lascio giudicare se essa sia tale
da fare abbandonare totalmente I'idea dell'egregio Professore tedesco a chi abbia
la competenza che deriva dall'esperienza personale e che a me fa totalmente
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difetto (*). Mi pare perd meritare speciale considerazione l'osservazione da Iui
fatta che le notizie storiche, intercalate in una lezione scientifica, concedono alla
mente di chi studia argomenti difficili, quelle interruzioni, quelle pause che egli
pad ragionevolmente pretendere.

Noi personalmente saremmo assai lieti che in ltalia fossero accolte con
favore le vedute del Signor Treutlein, non solo pel vantaggio che secondo noi
ne ridonderebbe agli scolari, ma anche perché¢ in tul modo la mente dei pro-
fessori sarebbe ricondotta verso un campo di studi che da noi & completamente
trascurato: parliamo degli studi storici. Lungi da noi I'antico concetto che
pone a uno stesso livello il far grandi cose e il raccontarle, quindi preferiremmo
assai che gli insegnanti delle nostre scuole medie si occupassero di far progre-
dire la scienza piutlostoché esporre conquiste gia futte. Ma ai pid fra essi manca
il tempo indispensabile per compiere colla dovuta continuita delle investigazioni
originali e quindi essi restringono la propria azione alle esigenze della scuola.
A tatti invece sarebbe possibile di compiere ricerche di erudiziome le quali non
esigono un lavoro ininterrotto: essi allora potrebbero aspirare a fornire gli ele-
menti per una sintesi storica, la quale sorgerebbe quando esse fossero abbastanza
numerose e importanti e delle quali essi sarebbero fattori essenziali. A dimo-
strare la legittimitd di questa nostra aspirazione basta osservare come in Ger-
mania molti insegnanti di scuole medie (per esempio il Treutlein stesso, il
Nizze, I'Unger, ecc.) hanno aiutato con preziosi dati di fatto lo studio dello
svolgersi del pensiero matematico; e quando si pensa al numero di documenti
importanti per la storia scientifica che stanno dimenticati nelle innumerevoli
biblioteche italiane (*) — documenti che gli stranieri ci invidiano e che noi
dovremmo ricordare col rossore di chi non sa trar profitto dalle ricchezze che
possiede — non s8i pud non lumentare che fra noi sia cosi poco diffusa 1'abi-
tudine di studiare le antiche opere matematiche, alle quali si preferisce conce-

dere un’onorata sepoltura ed un eterno oblio,
GiNo Loria.

Zur Auflosung der dreigliedrigen irrationalen Gleichungen mit linearen Ra-
dikanden von Dr. Jos, DigrMANN in Viersen.

Per dare idea del principale scopo della nota che porta il titolo riportato,
inserita nella XIX annata della Zeitschrift fir mathematischen und naturwissen-
schaftlichen di Horrmann, prendiamo a considerare 1'equazione a tre termini con
radicandi lineari

Vool — Vie—3 =3. [1]

(*) Affinché tutti potesscro avere sott' occhlo gli el i [ per pr lare il gludizfo
vedrei con placere tralotto e stampato in questo Periodico il lavoro del 8ig. Treutleln, accompa-’
goato da note atte a sopperire alle cogulzioni storiche presupposte nel lettore.

(**) Che questa non sia una congettura p:iva di foudamento & dimostrato dall’ esistenza dl Un
precursore italiano di Lobatschewsky e Bolyai ignoto fino al glorno (17 marzo 1889) fo cul il Pro-
fessore Beltrami lo presentd at suol colleghi dell' Accademia del Lincei. :
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Risolvendola col metodo ordinario, dopo due elevamenti al quadrato, si & con-
dotti all'equazione

25 22 — 19424133 =0,

19
le cui radici sono 7 e 25 Sostituendo successivamente questi valori nei due

radicandi, si trova prima ¥ 9z +1 = +8e Viz—3 = +5, quindi

— 14 _— 1
Vozt+1 = *5e Viz—3 = i? Ora delle quattro possibili

combinazioni dei segni delle radici, che si presentano in ciascun caso, una sola
soddisfa alla proposta equazione, e precisamerte + e 4+ nel 1° caso e + ¢ —
nel 2° e per giunta la combinazione da adottare nell'uno & diversa di quella
da scegliere per l'altro.

In vista di cid I'A., dopo avere osservato che il metodo comunemente ado-
perato per la risoluzione delle equazioni a tre termini con radicandi lineari,
non & del tutto soddisfacente, mancando di quel carattere di determinatezza che
dev’essere precipuo scopo delle matematiche, potendo anche ingenerare confusione
negli scolari, assume per ogni equazione come [1] la forma piu generale

F@)+Fy(x)=c

e si pone il problema di determinare F (x) ed Fy (x), in funzione dei coefficienti
della data equazione, in modo da trovare F () = a ed Fy (x) =B con a +f =p¢,
il che naturalmente viene a togliere qualsiasi ambiguitd e permette di trovare
le radici della [1] risolvendo una delle equazioni F (x) = a, F (2) = §.

Il metodo da lui seguito mentre risponde completamente alla posta quistione,
ha poi il merito di raggiungere lo scopo applicando un processo di pura elimi-
nazione lineare, il che & certamente vantaggioso sotto I'aspetto didattico. Questo
8 il motivo che ci ha sospinti a darne un esteso cenno.

L'A. considera separatamente le equazioni

Vax+b+Va1:v+b1 =c Var+o+V aie+b —=c ’/agx-i-—bz

applicando all'una ed all'altra lo stesss processo, ond'é che noi ci limiteremo
qui a riassumere il suo trattamento per quanto riguarda I'ultima piu generale.
Pongasi

as4+b=y?, agrc+b =32 agax 4l =12 y+ s=cu.
Si ottiene il sistema

0O.x4+ y+4+ s3=—c u=0
—ax+y.y+0.540. =0
—agx+0.y+3.24+0.u=l
—agx40.y4+0.54u.u=1bs

(2]

che considerato come lineare fornisce



001 —c¢ 01 1—c¢
—a b O 0 —a y O 0
Y= | a1 b1 5 0 R R= —a 0 3 ol
—_ag b2 0 u — a 0 O u
ossia
Ry=u(@mb—ab)—cs(eb—aby)=ul—csA;,
avendo posto A ==ay b — a b1, Ay = ag b —a bz. Se si fainoltre Ag —ag by —

a1 bg e si ricavano dal sistema [2], in modo analogo, la 5 ed u, si perviene
all’altro sistema

Ry4cAys—Au=0,cAay+R:4+Au=0, Asy+4 Ay 54 Ru=0.. [3]

Per la coesistenza di queste tre equazioni dev'essere

R CA1 — A PR
cAs R A| =0
Ay A R

Sviluppando ed escludendo R =0, risulta

R=+V A As + A (A; — Ay),

onde R, che conteneva in origine y, 3, , si trova espressa mediante i coefficienti.
Dopo cid dal sistema [3] si deduce facilmente

y __ R4ch LA R+ cA;
u—Al-—Ag'u Ay — Az

Dai valori che si ottengono per % e —1-: , due per ciascun quoziente la R

avendo doppio segno, la cui somma & c, sono poi da ricavare i valori di « che
soddisfano all'equazione proposta.

L’A. discute le formole ottenute, applica il suo metodo ad alcune equa-
zioni numeriche e conclude come segue:

1) Nelle equazioni irrazionali le espressioni delle radici sono da prendersi
assolutamente e da considerare da principio come incognite i cui valori si la-
sciano calcolare direttamente dai coefficienti dell’eqnazione.

2) 1 valori di « si deducono da quelli dei radicali.

A. LusLn

Pabiblicazioni ricevute dalla Direzione del Periodico

Giornale di Matematiche ad uso degli studenti delle Universitd italiane, pubbli-
cato per cura del professore G. Barragrini. Vol. XXVIII. Gennaio-Febbraio.
Napoli, B. Pellerano editore, 1889.

Journal de Mathématiques élémentaires & I'usage de tous les candidats aux éco-
les du gouvernement ct des aspirants au baccalauréat és sciences, publié
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sous la direction de MM. pE LonGcHAMPS, professeur de Mathematxques
spéciales au Lycée Charlemagne, Lucien LEvy, agrégé des sciences mathé-
matiques, directeur des études & I’ Kcole préparatoire da Saint-Barbe. 3° Série,
Quatorziéme année. N. 1, 2. Février, Mars, 1890. Paris, librairie Ch. Dela-
grave.

Journal de Mathématiques élémentaires publié par H. VuiBgRT. 14°année. N. 9,
10, 11, 12. Paris, M. Nony et C., 17 rue des Ecoles, 1890,

r Unioersitd. Rivista dell’ Istruzione superiore, pubblicata da una societd di pro-
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ments d'instruction moyenne, publié par P. Mansion, professeur a 1'Uni-
versité de Gand, et J. NEUBERG, professeur & 1'Université de Liége. Tome
dixiéme. Janvier, Février, Mars, 1890. Paris, Gauthiers-Villars & fils; Gand,

Ad. Hoste, Editeur.

Rendiconti del Circolo matematico di Palermo. Tomo 1V, Fasc. 1 e lI, Gennaio-
Febbraio e Marzo-Aprile, 1890,

Rendiconti dell’ Accademia delle Scienze Fisicle e Matematiche (Sezione della
Societd Reale di Napoli). Serie 2°, Vol. 1V, Fasc. 1° e 2°, Gennaio e Febbraio,
1890. .

Zeitschrift for mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht. Ein Oc-
gan fir Methodik, Bildungsgehalt und Organisation der exakten Unter-
richtsficher an Gymnasien, Realschulen, Lehrerseminarien und gehobenen
Biirgerschulen, herausgegeben von J. C. V. Horrmann. XXI Jahrgang. |
Heft. Leipzig, B. G. Teubner, 1890.

AGAMENNONE (G.) — Sopra la correlazione dei terremoti con le perturbazioni
magnetiche. (Ren. R. Acc. Lincei, 1890).

BarpELLL (G.) — Commemorazione del Comm. Prof. Celeste Clericetti (Rend.
R. Istituto Lombardo, 1890).

Bigiavi (C.) — Sulle equazioni differenziali lineari. (Rerd. R. Ace. Lincei, 1890).

Cancant (A.) — Sul valore normale delle temperature medie, mensili ed annue
di Roma. (Rend. R. Acc. Lincei, 1890).

Giupice (F.) — A proposito della quistione 88 proposta dal Prof. Cesaro (Gior.
di Battaglini, Vol. XXVII, 1889). — Una considerazione relativa alle serie
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Naagy (A.) — Fondamenti del calcolo logico. (Gior. di Battaglini Vol. XXVIII,
1890).

Persiant (0.) — Elementi di geometria secondo Euclide ad uso dei licei. Libro
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Chiusura della redazione il di 30 marzo 1890.



SULL' INSEGNAMENTO DRLLA MATEMATIGA

NELLE SCUOLE CLASSICHE

(Continuasione e fine).

Veniamo ora al Liceo. Qui l'insegnamento della matematica era
una volta distribuito in dodici ore settimanali delle quali sei nella’
prima classe e le altre sei o divise tra le altre due classi o, sebbene per
poco tempo, riunite tutte nella seconda; e in tal periodo fu anche’
aggiunta un’ora e mezza settimanale alla terza classe, allo scopo che
i giovani, avendo oramai esaurito lo studio della matematica elemen-
tare, potessero esercitarsi nella soluzione dei problemi e tener pre-
sente la materia studiata nel momento di presentarsi alla licenza
liceale. Con sei ore settimanali di lezione gli alunni della prima classe
potevano sufficientemente assimilarsi gli argomenti del programma,
addestrarsi nel calcolo algebrico e nella soluzione di facili problemi di
Geometria, che si spiegava fino a tutto il terzo libro di Euclide. In tal
modo nella seconda e terza classe si poteva procedere assai piu spedi-
tamente nello svolgere le altre parti del pogramma, e rimaneva tempo
sufficiente per fare esercizi su tutte le parti della materia spiegata.

Ora invece nel Liceo per la matematica non sono assegnate che
tre ore alla settimana in ciascuna delle tre classi; e per la prima spe-
cialmente questo tempo & affatto insufficiente. In questa classe il pro-
gramma di Algebra & rimasto su per gitt il medesimo di prima, ma a
quello di Geometria venne aggiunto il quarto libro. Né& serve il dire
che la spiegazione della Geometria deve ora cominciare nella prima
classe liceale dal secondo libro perché il primo deve essere studiato
nel Ginnasio. Bisogna pensare: che nella prima liceale convengono
alunni provenienti da scuole differenti e che quindi hanno studiato
la Geometria con metodi e testi diversi, che molti di questi gio-
vani, specialmente se hanno studiato privatamente, della Geometria
ne avranno letto appena quel tanto da poter rispondere all’esami-

9
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natore nei pochi minuti dell’esame orale. In tali condizioni se il
professore vuol procedere con sicurezza non ha niente di meglio a
fare che riprendere dal principio 1'insegnamento della Geometria.
Dovendo fare tutto questo & assolutamente impossibile svolgere e bene
tutto il programma; e si rinnoveranno gli stessi inconvenienti che ho
notati pel Ginnnsio riguardo ai temi scritti ed alla loro correzione.
E con alunni cosi poco esercitati come si potra procedere innanzi nelle
due classi superiori? Se una volta per queste le sei ore complessive
erano sufficienti, adesso non lo sono pi, perch¢ ad ogni momento
bisogna arrestarsi a ricordare le cose precedenti, ogni semplice cal-
colo, ogni semplice trasformazione, presenta difficoltd insormontabile
agli alunni se non sono aiutati dal maestro; e nella seconda classe
specialmente la spiegazione del quinto libro di Euclide occuperd un
gran tempo, perché tutti gli insegnanti di matematica sanno quanti
sforzi bisogna fare perché sia inteso, se non da tutti, almeno da
un discreto numero di scolari.

Notisi poi che il programma & sempre presso a poco il medesimo
ora che tra Ginnasio e Liceo il tempo assegnato all’aritmetica e ma-
tematica & di 17 ore per settimana (supposto che nel Ginnasio infe-
riore il tempo assegnato per 1'aritmetica e le nozioni di scienze natu-
rali sia diviso per metd fra i due rami di insegnamento) di quello che
era con ventiquattro e fino venticinque ore e mezzo; poiché sono
riduzioni insignificanti 1'aver tolto i teoremi relativi al volume del
tronco di piramide a basi parallele e la riseluzione dei triangoli obli-
qu'angoli, potendosi nella terza classe, se gli alunni fossero ben pre-
parati, svolgere questi argomenti in tempo assai breve.

Anche nel Liceo poco si pud ottenere dai giovani per cid che
riguarda la diligente e coscienziosa esecuzione degli esercizi scritti
fin che non sia ripristinato l'esame scritto. L’aver ora lasciata la
facoltd ai candidati di scegliere tra l'esame scritto di greco e quello
sulla materia scientifica equivale all’aver quasi abolita quest’ultima
perché in generale i giovani preferiscono la prova scritta di greco
che offre meno pericoli e maggiori speranze di quella di mate-
matica. E siccome pili che ogni altra cosa, chi si presenta all’esame,
cerca il modo di rendere piu facile la riuscita, non ¢ raro il caso,
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per non dirlo affatto costante, di alunni che intendono di darsi agli
studi matematici superiori, e che ottenuta la licenza si inscriveranno
nella facolth matematica, i quali non si sentono abbastanza sicuri nella
matematica elementare da sottomettersi con speranza di successo alla
prova scritta di matematica che, per quanto si sia detto il contrario,
¢ quasi sempre stata assai facile, e preferiscono la prova di greco.
E a questo proposito sarebbe utile che fosse constatato ufficialmente
il numero degli studenti inscritti nelle facoltd di matematica prove-
nienti dai Licei e che non si sono sentiti in grado di risolvere il pro-
blema di matematica nell'esame di licenza. Credo che il risultato sa-
rebbe tale da preoccupare seriamente tutti quelli a cui sta a cuore
che il nostro paese mantenga nel progresso degli studi matematici
il posto onorevole che fin'ora ha occupato, e convincerebbe tutti della
necessita di obligare alla prova scritta di matematica almeno quei
giovani che intendono inscriversi in una facoltd di matematica.

Né questo & il solo danno che tale disposizione reca agli studi
liceali; i giovani, vedendo che possono fare a meno della prova di
greco o di quella di matematica, e non essendo evidente come la
eccellenza nel greco possa compensare il difetto nella matematica o
viceversa, ne traggono spontanea la conclusione, che ad ambedue le
materie si d& poca importanza, e che nell’ insegnamento liceale hanno
un posto affatto secondario.

Né meno dannose, almeno per quanto riguarda la matematica, sono
le conseguenze dell’altra disposizione dell'attuale regolamento che con-
cede in certe circostanze ai giovani di presentarsi all'esame di licenza
liceale solo dopo due anni dalla licenza ginnasiale. Per decidersi se gli
convenga approfittare di questa concessione il giovane non pensa affatto
se le sue forze intellettuali, la sua istruzione, sieno tali che possa senza
danno della sua coltura abbreviare di un anno il corso liceale. Tutti
non vedono in cid che una via per poter tentare la sorte di rispar-
miare un anno ed & frequente il caso di giovani che rimandati nello
esame di promozione dalla prima alla seconda classe, e che quindi do-
vrehbero ripetere il primo corso, si ritirano dalle scuole pubbliche ed
osano presentarsi nell’estate successivo all’'esame di licenza liceale. Una
volta che questi giovani hanno tentata la prova della licenza, anche se
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rimandati, e lo sono in gran parte, & inutile sperare che essi ripiglino re-
golarmente gli studi liceali. Di solito ecco che succede: questi candidati,
se non hanno trovato la Commissione esaminatrice tanto indulgente da
concedere loro la licenza liceale, non I'avranno trovata sempre tanto
severa da negar loro la idoneitd alla terza classe liceale. Con questa
ottengono I'iscrizione in una scuola di Farmacia o di Veterinaria e co-
minciano cosi a frequentare le scuole universitarie, allora disdegnano
di occuparsi degli studi liceali, ed all’esame di licenza non pensano pia
che all'avvicinarsi della nuova sessione e sard molto se poco prima
daranno una ripassatina alle materie sulle quali dovranno essere esa-
minati, sperando che non si avrd il coraggio o la poca wmanitda di
rimandarli una terza o quarta volta. Del resto che debbono fare gli
esaminatori? Il candidato nella prima sessione di esami avra superato
le prove di qualche materia, nella successiva quelle di qualche altra,
qualche volta avrd goduto di una concessione ministeriale, e dopo es-
sersi presentato parecchie volte non avra pit che a superare 1'esame
in una o due materie e in tal caso la pieth vince anche i professori piu
severi. Ottenuta la licenza dopo essere stato un anno inscritto nella
scuola di Farmacia o di Veterinaria, si ottiene di passare al secondo
anno delle facoltd di medicina, di matematica o magari di legge, e si
raggiunge lo scopo principale di guadagnare un anno. Con questo
metodo ¢ facile capire quanto avra guadagnato la coltura generale
di questi giovani e quanto il buon andamento dei loro studi uni-
versitari. Per cio che riguarda la prima ¢ fuor di dubbio che al
momento in cui ritirano il diploma di licenza degli studi liceali
non ricorderanno quasi pit nulla, e per i secondi si troveranno con
un gran numero di esami arretrati da sostenere e saranno fra quelli
che al momento dell’esame di laurea hanno sulle spalle gli esami
speciali a dozzine. S’intende che tutto questo possa accadere, e pur
troppo molto di frequente, anche all’alunno che abbia compiuto rego-
Jarmente il corso liceale, ma sard la condizione quasi normale per
colui che dopo aver fatto il primo anno e due o tre mesi del secondo
in una scuola publica, 1'abbandona per consacrare il tempo che rimane
a compire 1'anno scolastico, a prepararsi, aiutato da un insegnante
privato pilt o meno esperto, qualche volta da uno studente che ha
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finito il Liceo appena I'anno precedente, all’esame di licenza, conden-
sando cosi in pochi mesi di studio tutto il programma del secondo e
terzo anno di Liceo. Se il giovane ¢ animato da buona volont si sot-
topone ad un lavoro improho che stanca la mente senza frutto, e se
egli ¢ un negligente che tenta la prova per sottrarsi piu presto alla
disciplina del Liceo, allora senza questa, senza il legame dell’ orario,
senza 1'obbligo di prepararsi a determinate lezioni e di far esercizi
in giorni determinati, interromperad ad ogni momento le sue occupa-
zioni appena abbia un leggero sintomo di noia o di stanchezza.

K evidente che da questa condizione di cose piti di tutto ne debba
risentire danno il profitto nello studio della matematica, ove piu che
in ogni altra dottrina si sente il bisogno di uno studio regolare ed ordi-
nato, e che il discente disponga di un tempo sufficiente per assimilarsi
le nuove cose che impara e per eseguire numerosi esercizi ai quali
possa pensare con calma. Inoltre i giovani che anticipano 1'esame di
licenza liceale sono i pilt maturi di etd e percid, se intelligenti e volon-
terosi, quelli che dello studio delle matematiche potrebbero cavare
maggior profitto; se tardi d’ingegno e negligenti sono altresi quelli
che piu sentiranno la necessitd di non affrettare i loro studi.

Da quanto ho detto mi sembra che risulti sempre evidente la spro-
porzione fra le cose che il professore di matematica deve insegnare e
il tempo disponibile a questo scopo. Ora sembrami anche troppo vasto
il programma di matematica per alunni che non intendono progredire
in tali studi, e per i quali la matematica non deve servire che come
ginnastica mentale e per scopo di coltura generale; e credo che, senza
che né I'una n¢ altra possano soffrirne, sia possibile diminuirlo al-
quanto, a condizione perd che non si diminuiscano di piu le ore d'inse-
gnamento, e che piuttosto vengano aumentate.

In quanto a coloro che intendono percorrere gli studi matematici,
bisogna pensare che neppure col programma attuale imparano tutto
cid che per loro é nrecessario a sapersi, ma, quel che & peggio su quanto
loro si insegna, per la ristrettezza del tempo, non poésono avere una
preparazione sufficiente da poter loro servire di solida base per gli studi
futuri, Diminuendo il programma ma aumentando le ore d'insegna-
mento, imparerebbero nel Liceo minor quantitd di cose, ma su quelle
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che saranno insegnate sarebbero cosi sicuri da poter da loro stessi o
dietro hrevi accenni dei professori universitari riparare alla mancanza
del programma liceale. Giacché mi sembra che un giovane hen prepa-
rato e ben sicuro dei primissimi elementi e dei principi pit generali
della matematica, che con continui esercizi abbia raggiunto una certa
facilith a concepire e trattare nel modo piu semplice le quistioni, debba
poi facilmente imparare tutte le teorie speciali di cui puod in seguito
avere man mano bisogno.

Sopratutto & indispensabile ristabilire le prove scritte tanto negli
esami di promozione come in quelli di licenza, e quando vi fosse modo
di esercitare bene gli alunni lungo 1'anno scolastico non si ripetereb-
bero pitt in tali prove gli esempi, che tutti ricordano, di generali disa-
stri e che forse furono la causa della loro abolizione. I certo che se la
prima volta che un alunno tenta la soluzione di un problema, anche
semplice, & abbandonato alle proprie forze e lo deve fare in una prova di
esame, novantanove volte su cento fallirh. Ma quando il maestro avesse
avuto tempo di assegnare almeno una volta al mese un esercizio scritto
in iscuola il risultato sarebbe differente. Infatti & certo che nella scuola
gli scolari penserebbero a fare da soli, prima perché il tempo ristretto
non lascerebbe agio a cercare 1'aiuto altrui, e poi la frequenza delle
prove, e non avere esse conseguenze decisive come quelle dell'esame,
li distoglierebbe dall’organizzare la frode, che una volta o l'altra po-
trebbe con loro danno essere scoperta. Inoltre dalla lettura di questi
scritti, potrebbe il maestro farsi un idea delle autenticithd del lavoro,
anche in base alla sola presunzione di quanto & capace di fare un gio-
vane, e quindi prendere qualche provvedimento per 1'avvenire ; mentre
questa presunzione resterebbe senza nessun effetto se si trattasse di una
prova di esame.

Col tempo ristretto di cui ora si dispone bisogna limitarsi a dare
pochi problemi da risolvere a casa ; ma allora & inutile sperare che gli
alunni faccian da loro. La maggior parte si affilerd all'aiuto altrui,
giacche ci vorrebbe un grande amore per lo studio in generale ed in
particolare per la matematica per dedicare un poco di tempo alla solu-
zione di un problema quando poche parole suggerite da altri possono
esimere da ogni fatica. Nell’ipotesi migliore il giovane che si serve
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dell’aiuto altrui per risolvere un problema, se lo fard anche spiegare
e poi cercherd di studiarne e di impararne la soluzione come farebbe
di una proposizione del suo testo. K qualche cosa anche questo, ma con
cid non si raggiunge ancora lo scopo al quale si mira col proporre agli
scolari la soluzione dei problemi, che non & solo di far conoscere nuove
proprietd speciali, non assolutamente necessarie per 1'intelligenza degli
argomenti successivi del programma, ma anche e principalmente di abi-
tuare la mente dei giovani allo sforzo di trovare da s¢ le relazioni che
legano gli elementi del problema, e facilitargli cosi lo studio di nuove
teorie ed il ricordarle. Per ottenere dai giovani questo sforzo mentale
e costringerli ad acuire il loro intelletto alla ricerca della veritd, credo
che I'unico esercizio vero ed efficace sia quello che si fa nella scuola in
presenza del maestro a voce ed in iscritto. Sul principio il giovane
fard qualche tentativo infruttuoso, ma se non ha speranza di aiuto rad-
doppiera gli sforzi che in fine, specialmente se il maestro avra cura di
graduare gli esercizi anche fra gli alunni della stessa classe, saranno
coronati da felice riuscita. Allora non v’ha dubbio che il giovane co-
mincera a provare quel sentimento di compiacenza che in tutti si mani-
festa quando si riesce in una impresa, che si giudicava quasi impos-
sibile. Da questo intimo sentimento al desiderio di fare di piu, all’amore
per quelli studi verso i quali prima si nutriva invincibile ripugnanza
il passo & breve e non dubito che giovani cosi educati daranno di sé
buona prova e gli studi matematici ne risentiranno notevole vantaggio.

Anche la facoltd di anticipare 'esame di licenza liceale dovrebbe
essere meglio disciplinata. Prima di tutto, di essa non dovrebbero ap-.
profittare che quelli che realmente sono soggetti a leva; e poi si do-
vrebbe permettere il passaggio dal primo anno dalle scuole di Farmacia
e Veterinaria al secondo corso delle altre facoltd universitarie solo
quando il giovane avesse gid da un anno ottenuta la licenza liceale.

DEMETRIO VALERI.
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INTORNO AL SIGNIFICATO
DI ALCUNE QUESTIONI DI PROBABILITA

Il Prof. V. Murer nel fascicolo VI dell’anno IV di questo Pe-
riodico esamina la probabilitd affinché un triangolo preso ad arhitrio
sia isoscele anziché rettangolo, e il Prof. S. Rindi torna inciden-
talmente sulla questione in una nota che fa parte del fascicolo II
dell’anno V. Leggendo quei due pregiati articoli mi ¢ venuto un
qualche dubbio circa il significato preciso da attribuire alla sud-
detta questione, nonché ad altre consimili delle quali abbonda la let-
teratura della probabilita.

Intendo benissimo come si possa domandare se un triangolo
disegnato a caso sard acutangolo anzich¢ ottusangolo (non sarebbe
il caso di includere nella questione i triangoli rettangoli, la proba-
bilitd dei quali ¢ nulla rispetto a quella dei triangoli delle altre
due specie). Quella che non arrivo a capire & la probabilith che un
triangolo, preso o disegnato a capriccio, sia isoscele anziché rettan-
golo. Perché. mentre vedo la qualita di triangolo scindersi nelle due
di acutangolo e di ottusangolo, non so trovare un fatto unico che
comprenda sinteticamente tanto il fatto del triangolo isoscele quanto
I'altro del triangolo rettangolo. Per questa ragione i due fatti non
mi sembrano paragonabili fra loro. Ammetto che un discepolo ideale,
indifferente cio¢ a tutti i casi, quale lo richiederebbe il calcolo delle
probabilita, invitato dal maestro a disegnare un triangolo, lo farebbe
pii verosimilmente ottusangolo che non acutangolo. Ma se gli si
dicesse di fare a sua scelta un triangolo isoscele o un triangolo ret-
tangolo, non ci sarebhe, mi pare, ragione alcuna per aspettarsi di
preferenza 1'un triangolo o laltro. Gli & che le qualith di isoscele
e di rettangolo non si possono occultare sotto un unico concetto,
come, dicendo triangolo, si occultano quelle di acutangolo e di ottus-
angolo. Né si dica che disegnando un triangolo a piacimento il caso
speciale del triangolo rettangolo potrd avverarsi piu o meno facil-
mente che non quello del triangolo isoscele, dato che uno dei due
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casi si acveri, perché¢ nella questione del disegnare un triangolo
qualunque, i suddetti casi speciali intervengono entrambi con proba-
bilita nulla, e fra due zeri della questione non si pud instituire
confronto di sorta. Per cid non mi sembra corretto il derivare la
probabilita del triangolo rettangolo di contro al triangolo isoscele
dalla figura che serve a mettere in chiaro quella del triangolo acu-
tangolo di contro all’ottusangolo, come fa il Murer nell’ articolo
sopra citato. L'arbitrarietd del risultato al quale pud condurre il
metodo seguito dal Murer, arbitrarietd notata nell’articolo del Rindi,
parmi debba far capo alle precedenti mie osservazioni. Lo stesso
rapporto 2 ; 1 che il Prof. Giudice assegna senza dimostrazione alla
probabilita del triangolo isoscele di contro al triangolo rettangolo
nei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo (anno 1890, fa-
scicolo IIT) pud essere sospettato di arbitrario, al pari dell’altro
¥V 3:1 trovato precedentemente dal Murer, risultando esso, al dire
del Ch™ Professore, dal confronto di due probabilitd infinitamente
piccole. Se queste due probabilita sono perfettamente paragonabili
fra loro, come egli asserisce, & desiderabile che se ne chiarisca il
come e il perché. E soprattutto che la quistione venga risoluta alla
stregua d'una definizione accettabile, se sard possibile il trovarla ().

G. FRATTINI

SOPRA UNA QUISTIONE DI PROBABILITA

TRATTATA RECENTEMENTE DAL PRroF. MURERr (**)

1. In infiniti modi si pud stabilire una corrispondenza univoca
tra i punti d'una superficie e le diverse forme di triangoli e se essa
¢ tale che i punti corrispondenti ai triangoli acutangoli, p. es., for-
mino una parte della considerata superficie, il rapporto di tal parte

(*) La redazione ritiene opportuno segnalare il legame esistente fra questo ed il successivo ar-
ticolo, del Prof. Giudice, quantunque sorti indipendentemente 1'uno dall’altro.
(**) Perlodico di Matematlca. — Novembre-dicembre 1889,

10
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alla rimanente pud prendere qualsiasi valore se sia arbitraria la
scelta della corrispondenza tra i punti della superficie e gli elementi,
arbitrariamente scelti, sufficienti per determinare i tre angoli d’un
triangolo. ;

In molte questioni che contemplano infiniti casi possibili si offre
spontaneamente il significato da attribuirsi alla parola probabilit,
significato da considerarsi come implicitamente accettato da chi non
avesse dichiarato altrimenti. Ma anche per tali questioni, sebbene
non possa dirsi assolutamente necessaria, ¢ molto utile una dichia-
razione esplicita rigorosa, sia per impedire che i poco esperti errino,
sia perché tra le infinite definizioni concepibili per ogni singola que-
stione, nella quale siano da considerare infiniti casi possibili, non
sempre se ne trova una che s'imponga a preferenza delle altre e,
seppure c¢’¢, si & liberi di non sceglierla. In questultimo caso perd
si adatta quasi sempre artificiosamente, senza criterio logico, la defi-
nizione di probabilith ad una rappresentazione preconcetta invece
di adattare una rappresentazione al concetto di probabilith piu natu-
rale per la questione da trattarsi.

Per studiare la frequenza con cui certe condizioni sono soddi-
sfatte dalle soluzioni della

oyt tas+ .. Fa,aFa,=p

dove p & un numero dato ed wx; @3 ....r, sono arbitrarie, si
cerchi la probabilith che tali condizioni siano soddisfatte da una
delle soluzioni, in numero finito, di quell’equazione nell'ipotesi che
&y 3....a, debbano avere una comune misura ¢, necessariamente
parte aliquota di p, e poi vedasi di determinare il limite di tal
probabilitd, se esiste, col tendere di ¢ a zero. Se si pud avere una
rappresentazione geometrica delle soluzioni e queste finiscono per
formare uno spazio divenendo infinitesima ¢, si potrd dire che il
limite del rapporto dei numeri delle soluzioni di due classi & dato
dal rapporto degli spazii corrispondenti solamente se si sia potuto
riconoscere che, divenendo infinitesima ¢, i punti corrispondenti alle
soluzioni delle due classi che si considerano finiscono per formare
uno spazio di densitd costante. '
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Questi sono precisamente i criterii di cui si servi sempre il
Prof. Cesaro per non discostarsi mai dal concetto pia naturale di
probabilitd nelle questioni analoghe a quella della rottura del dia-
mante da lui trattata con ammirabile eleganza.

2. Se x y z si fanno proporzionali alle distanze d'un punto
mobile nellinterno di nn triangolo equilatero dai lati del mede-
simo, le soluzioni di

stytz=r

- . . =
date da valori di # y z aventi per comune misura — sono date

dai punti d’intersezione delle parallele ai lati del triangolo con-
dotte pei punti che dividono le tre altezze in m parti eguali; esse
quindi sono uniformemente distribuite nel piano dove occupano i
vertici d'una rete di triangoli equilateri di lati tutti eguali alla
»™ parte del lato del primo triangolo equilatero. Se con A, A, si
indicano due porzioni, superficiali, di questo, con Ny ed N, i numeri
di nodi dell’accennata rete compresi in A, A,, rispettivamente, con
1, la superficie d'uno dei triangoli equilateri della rete, con T la
superficie del triangolo dato, si ha: (*

n.t,=T
lim N1.2{'=A! lim N’ . 2',‘=A’
e i M _ A
m . W’— = *A"—-

Cosi & giustificata la rappresentazione geometrica per le classi di
soluzioni distribuite in superfici.

Similmente si giustifica la rappresentazione geometrica delle solu-
zioni della

oy gty ... + a2t anp=a

per mezzo dell’ (n 4 1)edroido n—uplo per le classi di soluzioni di-
stribuite in porzioni del medesimo aventi, come esso, n dimensioni.
Con questo perd non resta punto stabilito che i numeri delle

(*) V. P. G. LEJEUNE DIRICRLET — Lezioni sulla teoria dei numeri, pubbl. da Dedekind, tra-
dotte da Faifofer — Venezia, 1881, pag. 306. .
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soluzioni distribuite in spazii d’'un minor numero di dimensioni siano
ancora proporzionali ad essi spazii. Si riconosce anzi facilmente che
la distribuzione delle soluzioni in spazii di meno di n dimensioni con-
tenuti nell’ (n 4 1)-edroido n—uplo dipende dal modo di tendere a
zero della quantith € di cui si & parlato sopra.

3. Per poter studiare rigorosamente anche le soluzioni che nella
rappresentazione geometrica formerehbero spazii con meno dimen-
sioni di quello formato dall'insieme di tutte le soluzioni, pongo
questa definizione: « Per probabilitd che una soluzione dell'equazione

.’I’,+:E,....+a’,,=p

appartenga ad una data classe intendesi il limite, se esiste, della
probabilita che una soluzione appartenga a tal classe quando a,

<

&g ....a, debbano esser multiple di —;‘:’7 dove m & variabile che

deve tendere all'infinito prendendo successivamente i valori 1 2 3
456....»
Se si rappresentano le soluzioni della
x4ty + Z==x
. . . = .-

date da valori di @ y z aventi per comune misura 5———3- si rico-
nosce facilmente che 36 % <41 nodi cadono sulle altezze e 36 %
cadono sul perimetro del triangolo che ha i vertici nei baricentri
dei lati del triangolo equilatero; ma quei nodi a tre a tre, escluso
il punto delle altezze, il quale corrisponde alla forma regolare, danno
un medesimo triangolo isoscele per cui danno complessivamente 12 &
triangoli isosceli dei quali uno solo ¢ anche rettangolo, non con-
tando il triangolo con un angolo piatto e¢ due nulli che corrisponde
ai vertici del triangolo di riferimento: gli altri nodi a sel a sei
corrispondono ad un medesimo triangolo rettangolo, esclusi i tre
vertici che corrispondono a triangolo birettangolo con un angolo
nullo ed i tre punti di mezzo dei lati che corrispondono al trian-
golo rettangolo isoscele, per cui danno complessivamente 6 & triangoli
rettangoli dei quali uno solo & isoscele, non contando quello biret-
tangolo. Facendo crescere % indefinitamente riconosciamo cosi che
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il rapporto delle probabilita che un triangolo sia isoscele o rettangolo
¢ 2e non Y3 come afferma il Prof. Murer; ¢id ¢ dovuto preci-
samente al non aver considerato che i nodi hanno diversa potenza
sui segmenti che uniscono i baricentri dei lati e sulle altezze e che
vi sono diversamente distribuiti.

Questo risultato si pud confermare direttamente con molta faci-
lita. Sia ¢ un triangolo rettangolo scaleno con gli angoli acuti « ;
indichiamo con 7" 7" i triangoli isosceli che hanno angoli al ver-
tice eguali, rispettivamente, a 2« 28 e facciamo corrispondere 7"
e T a t; il triangolo isoscele con I'angolo al vertice A corrisponde

cosi al triangolo rettangolo con un angolo acuto eguale a % e

ad esso solo, ed all'insieme dei triangoli isosceli con angoli multipli

di —2% corrisponde l'insieme dei triangoli rettangoli con angoli pure
multipli di % perché se I'angolo alla base d'un triangolo isoscele

¢ multiplo di ;:—, & multip]o di questo anche la metd del suo an-

golo al vertice. Siccome ¢’¢ un solo triangolo rettangolo iscscele,
riconosciamo cosi che la frequenza dei triangoli isosceli & doppia di
quella dei triangoli rettangoli.

4. Per studiare i quadrangoli inscritti ad un cerchio si possono
fare i loro angoli proporzionali alle parti in cui un parallelogrammo
¢ diviso dai segmenti che uniscono un suo punto ai vertici; I'an-
golo retto & cost rappresentato dalla quarta parte della superficie
del parallelogrammo: se i punti corrispondenti alle soluzioni di due
classi formano due superfici, le probabilita che una soluzione ap-
partenga all'una od all'altra classe stanno fra loro come queste due
superfici: non si pud dire altrettanto per le soluzioni distribuite
sopra linee. Per maggiore semplicitd si potrebbe fare gli angoli
proporzionali alle distanze d'un punto mobile nell’interno d'un qua-
drato dai lati del medesimo: I'angolo retto sard cosi rappresentato
da una distanza eguale alla meta del lato del quadrato.

5. Sia ABC wun triangolo equilatero, J/ un punto interno ad
esso ed A" B’ C' le proiezioni ortogonali di questo punto su BC C A
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A B. Si riconosce immediatamente essere

ang. AMC= ABC+ BCM+ MAB
=ABC+ ABM+ MBC =ABC+ A'BC
ang. AMB=ACB+ A'CB ang. BMC=BAC+ B A'C

e e . r ) 2
per cui ciascun angolo di A’B’C’ sara compreso fra 0 e —- . =

Sia ora:
= 2 - 2 - 2
o< FF O OBp 3T o< T
e+ B+ y=m

Supporremo che nessuno degli angoli « 8 y sia nullo; i triangoli
con qualche angolo nullo corrispondono ai punti del perimetro del
triangolo di riferimento. Se « B y fossero tra loro eguali si avrebbe
la forma regolare corrispondente al baricentro del triangolo equi-
latero di riferimento. Supponiamo che non siano tutti uguali; almeno

. . L
uno sara maggiore di —-; sia

T
o > —3_ ’
Congiungiamo C con B ed A mediante archi i quali siano capaci
di = + —;— ep—+ .—:—, rispettivamente, e si trovino dalla parte del
triangolo equilatero rispetto alle lero corde. Indicando con A e p gli
angoli che quegli archi formano con CB CA, si ha:
2 2
A= g 71—« p=g7—f
Essendo o > —;— I'arco CB ¢ tutto interno al triangolo, ed
essendo
e+p <
T
e At >3
per cui i due archi CB CA si tagliano in un punto interno al
triangolo di riferimento: per cid che sopra fu detto, il triangolo
corrispondente a questo punto ha eguali ad « e g gli angoli coi ver-
tici su BC CA, rispettivamente, epperd egnale a v quello che ha
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il vertice su A B. Adunque, ogni triangolo che non ha nessun angolo

2
maggiore di — = ha un punto corrispondente interno al triangolo

3
equilatero.

Siccome quando & data una forma di triangolo resta da fissar
I'ordine in cui i vertici debbono cadere sui lati, cosi & chiaro che
ad un medesimo triangolo corrispondono sei o tre od un punto se-
condo che esso & scaleno, isoscele od equilatero, precisamente come
nella rappresentazione di cui ha fatto uso il D.r Murer. Con questa
rappresentazione i punti del triangolo curvilineo formato dagli archi
sottesi dai lati del triangolo equilatero e tangenti alle bisettrici
degli angoli corrispondono ai triangoli acutangoli, i punti del peri-
metro di tal triangolo curvilineo corrispondono ai triangoli rettan-
goli e gli altri punti del triangolo di riferimento corrispondono ai

¢

. . n 2 : .
triangoli con un angolo compreso fra —- e —- x. I punti corric-

pondenti ai triangoli con angoli multipli di —3“,—‘ e due angoli compresi

© 2 . . . . . .
fra 5 e = = sono i nodi della rete formata dagli archi congiungenti

A con B e tangenti alle rette che dividono I'angolo BAC in n parti
eguali e di quelli tangenti alle stesse rette congiungenti A con C;
essi nodi non sono distribuiti uniformemente per cui, se la probabilita
sia intesa nel senso dichiarato sopra, non si pud ammettere nem-
meno il principio delle superfici, con questa nuova corrispondenza.
Cio si riconosce ancora meglio eguagliando il rapporto delle super-
fici che nella corrispondenza stabilita dal Prof. Cesaro rappresentano
due classi di triangoli al rapporto delle superfici che, nell'ultima
corrispondenza, rappresentano le stesse classi: si possono cosi avere
facilmente delle equazioni semplicissime, a coefficenti interi, del 2°
grado in = mentre si sa che questo numero ¢ trascendente.

Si dimostra senza difficoltd il teorema scguente che comprende 1'ultima
corrispondenza considerata: « Se un triangolo inscritto in uno dato ha per
vertici le proiezioni ortogonali, sui lati di questo, d'un punto del cerchio circo-
scritto al medesimo, 1'angolo che ha il vertice in questo punto ed intercetta sulla
circonferenza circoseritta lo stesso arco intercetto da un angolo del triangolo
dato & cguale alla somma di quest’angolo con I'opposto del triangolo inscritto. »
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Si possono quindi rappresentare tutte le diverse forme di triangoli facendo
corrispondere ad un punto qualunque del cerchio circoscritto ad un triangolo
di riferimento, il triangolo che ha per vertici le proiezioni ortogonali di quel
punto sui lati di questo. Ai punti del cerchio circoscritto corrispondono, pel
teorema ora enunciato, i triangoli con un angolo piatto ¢ duc nulli come gia era
noto per una proposizione di Simson. I punti corrispondenti ai triangoli diret-
tamente simili al dato sono il centro del cerchio circoscritto ed i due punti di
Brocard di esso triangolo dato, pei quali il teorema enunciato metle subito in
evidenza questa proprietd: Un punto di Biocard d'un triangolo qualunque 4 BC
é punto d'intersezione degli archi circolari congiungenti B con A e con C ¢
tangenti a BC ed a CA, rispettivamente; I'altro punto di Brocard & punto
d'intersezione degli archi circolari congiungenti A con B e con C e tangenti
ad AC ed a BC rispetlivamente.

F. Giupice.

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
b), 46, 48, 53, 54 ¢ 55

b). Il luogo dei punti, del piano di wun triangolo dato, tali che i piedi
delle perpendicolari, condotte da uno qualungue di essi ai tre lati, formino un
triangolo di duta area, é una circonferensa concentrica a quella circoscritta al
triangolo dafo, (G. Lormn).

Dimostrazione del Prof. 8. Catania.

Siano p, ¢, » i numeri (positivi) che misurano le perpendicolari abbassate
da un punto P del luogo cercato rispettivamente sui lati a, b, ¢ del triangolo
dato A, B, C ed S, T le aree del triangolo dato e del triangolo che ha per ver-
tici i piedi di quelle tre perpendicolari; si avra

pedqgb+rc=28S,
grsenA—+ rpsen B+ pgsen C=2T.

Eliminando » si otticne
2asen B4 ¢2bsen A+ pg (esen A 4 bsen B—csen C)
— 28¢senA —28psen B+ 2¢T =0,
Siccome
N a b c

sen A =senB=éch=2R’
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eliminando @, b, ¢, e dividendo poi per 2 R sen A sen B, risultera

s 2 sen? A 4-sen? B—sen? C Sp Sq 2TsenC
pretrg. sen A sen B RsenA RsenB ' sendsen B~

0,

od anche per essere

sen? A 4 sen? B — sen? C
sen A sen B

= 2cos C, S = 2R? sen Asen Bsen C:

Sp Sq 4 R? T'sen? C
2 2 — —_ =
0 P +gt+2pgeeC— g A " RenB T~ 8 °

Sieno rispettivamente « e B i numeri che misurano le perpendicolari abbas-
sate dal centro O della circonferenza K circoscritta al triangolo A B C sui lati
aeb ed Med N iloro piedi. Si deduce facilmente, dalla considerazione del
quadrilatero OM CN, che

a2 4 B2 + 2afBcos C = R? sen? C.

E similmente, considerando il quadrilatero che ha due vertici in P ed O, e di
cui i lati uscenti da O sieno paralleli ad a e b, e quelli uscenti da I” sieno per-
pendicolari agli stessi lati a e b, si ottiene

(p— P+ (g =B+ 2(p— o) (g — B)cosC=¢?sen? C

avendo rappresentato con p il numero che misura la distanza OP.
Sviluppando, tenendo conto dell’equazione precedente e della [17, si avra

—2pa —2gf — 2pBcos C — 2qacos C + It2 sen C

Sp - Sq 4 R T'sen? C -
t Reend t Rsen B § =l
Ora @« = Rcos 4, 3 = Rcos B, onde
2 2 Ct-P . 9uR(cosA Becos C Sp
— 2pa — 2pfcosC Rend— — 2P (cos A +~ cos B cos )+RsenA
S SP Sp
=—2pRsenBeen Ot b A= " Rsend T Rsend—
e similmente
Sq
—2q§—2qacosC+Rsen—B—=0.
Si avra quindi
4 Tsen2 C
R’sen?C—mT,sen-=p?sen20

ed infine

4T

11
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Nello stabilire il primitivo sistema di equazioni si ¢ lacitamente supposto
essere il punto P interno al triangolo A B C. Se perd P é esterno, ma perd
interno alla circonferenza K, avendo considerato i soli valori assoluti di p,q.r,
si avra il sistema

pa+qb—rc=28
—grsenA —rpsen B4+ pgsen C = 2T,

che si pud scrivere

pa+gb4+(—r)c=28
(—r)gsenA 4 (—r)psen B+ pgsenC=2T

da cui eliminando (— r) si ricade nel risultato precedente.
Supponiamo ora che P sia esterno alla circonferenza K; avremo il sistema

pat+qb—rc=2S
grsen A+ rpsenB — pgsen C=2T

od un suo equivalente, Questo sistema si pud scrivere

pat+qgb+(—r)ce=28S
(—7)gsenA+ (—r)psenB+pgsenC= — 27T

e s8i ricade nel risultato [2], cambiando perd in esso il segno a T. Su dunque
Tarea T si considera soltanto in valore assoluto, il luogo cercato si compone di
due circonferenze, i cui raggi sono espressi dalla formola

4T
P=Rl/l:|-—,5_*

e di queste due circonferenze una ¢ interna alla circonferenza K e l'altra & esterna.

Se T'=0, sard p =R e si ricade nel tcorema di Siusox.

Si noti che facendo variare p da 0 ad R, il triangolo 4’ B'C’, che ha per
vertici i piedi delle perpendicolari abbassate da un punto del luogo sui lati del
triangolo A BC, varia da—%— § a 0, e risulta dello stesso segno del triangolo
ABC. Risulta invece di segno opposto se p cresce da R a 90. Considerando
percid come positiva I'area del triangolo A BC, I'area T del triangolo A’ B’ C’
risulterd positiva per i punti interni alla circonferenza K, e negativa per i punti
esterni, passando per zero per i punti della circonferenza XK.

- In quest'ipotesi il luogo cercato ¢ costituito da una sola circonferenza di

circolo, di raggio
. 4T
p==R l/ l——¢

E si vede che questa circonferenza esiste per tuatti i valori positivi di 7', infe-

1
riori a TS’ e per tutti i negativi di T.



— 83 —

46. Dimostrare che, se U’ equazione
6
a:°+3ax5+(3a’—7):c‘ —203 4+ b2+ cax+d=0
ha tutte le radici positive, esse devono essere eguali ad 1. (D. Besso).

Dimostrazione del Prof. F. Viaggi. ()

Chiamo f (x) il primo membro dell’equazione proposta; se f(z) = 0 ha
tutte le radici reali e positive, lo stesso avverra, pel teorema di RoLtE, di cia-
scuna equazione ottenuta eguagliando a zero una derivata di f ().

[”(x):—%z—(Sam’+5a’a;+a’-—2)

s'annulla pei valori

502 4+ ¥V 5a (a5 +8) . 5a2— ¥V 5a (a® + 8)
10a r ;= 10a

¢l=—

che sono reali e positivi se
a+8<0 (1]

il caso dell’ eguaglianza corrispondendo a xy = xg = 1. )
Pel teorema di RoLrk le radici di /™ (x) = O debbono essere separate dai
valori 4 0, x1, @g, 0, ora

FE0) =i [ @) = — o oy (@ + 8);
12
[Me) =——z1(@+8); [7(0) =—

quindi non pud supporsi a3 + 8 < 0, perché in tale ipotesi /™ (x) = 0 non
avrebbe che una sola radice reale; bisogna dunque che sia a8 4 8 = 0, ossia
a = — 2, nel qual caso la radice doppia della /¥ (xr) = 0 & comune alla
f” (x) = 0 e quindi & tripla per quest’ultima.

La f” (x) = 0 non pud avere radici reali distinte, perché tali sarebbero
quelle di /7 (z) = 0, e, avendo radici multiple, almeno una di esse dev’essere
1, la quale essendo tripla per quest’ultima & quadrupla per la precedente: cosi
f”’ (@) = 0 ha tutte le radici eguali ad 1. ) )

Allo stesso modo si dimostra che ' (z) = 0, ed f(x) = 0 hanno tutte le
radici eguali ad 1 (™).

(*) Altra soluzione pervenne dal Sig. Prof. U. Scarpis.
(**) Questa quistione & suscettibils anche di una dimostrazione elementare.

Nota della Redazione,
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48. Assegnare il limite al quale tende la funsione

1 1 1 1
nm—1 ; GFim -+ 2 -+ (n+3)"T [ PR ———("4_”)“

quando n tende all’infinito, nell’ipotesi che m sia un intero positivo costante.
(D. Besso).

Soluzione del Prof. L. Merante ().
Dall’ eguaglianza

1 1. 1 1
(bm—l - am—l) fa—-b) = Py —+ e -+ ... ,

nell’ipotesi a > b, segue

1 1

1
(77&—])F <(F_WTI>: ((l—’)) <(m—l)—b—-

e fatto a = b + 1 abbiamo

1 1 1

(m —1) G+)m < m—1 Gt m—1" Ry
1 1 1

(m—1) o > gt — GF 1 . [2]

Facendo nella [1] b=n,n+1,....,n+n—1 e sommando, e nella [2]
b=n+1, n+2,...., n+n e sommando, otteniamo la limitazione

1 1
- n—1  @a4 Im—1
< ol 1 1 1 1
=DV e T ageg o e | ST T et
ossia

1 ) !
0 (m— ‘)§<n+nm+<n+z>m+ +(n+ﬂ)"“+(2"+l)""l—(""‘l)"—-_l

1 1 1 1
< wm—1 "~ 2pm—1 + @rt+n—1 " (atlm-—1

m—1

e moltiplicando per 2, abbiamo
m—1
0 nmt : + : +..+ : =+ l l
nns T e hnd
(ntl)m T (na2)m 0 | )(2-{—: )"‘" (m-1 )( 1.1._:.)""1
1 1 1 1

<

— - -+
mel T =D )l T e ()

(*) Altre soluzioni vennero inviate dai Sigg. Prof. §. Catania, F. Fiaggi
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Quando n tende all'infinito il 3° membro tende a zero, quindi

lim nm— ! -+ ! “+....+ ! §= ! (l ]).

! (n+1ym n42)m (n+n)» m—1\ T~ 2m—1

53°. Dati di posisione nel piano n punti, costruire un poligono i cui lati
passino per i punti dati e sieno divisi da questi, nel medesimo senso, in parti
aventi un rapporto uguale a quello di due segmenti dati.

Mostrare che il problema ammette un’infinita di soluszioni o nessuna se
n ¢ pari e i segmenti dati sono eguali tra loro, una solusione unica in tutti
gli altri casi. (A. LueLr).

Soluzione del Sig. G. M. Nobile alunno del R. Istituto tecnico di Chieti.

Siano Py, P3, ...... Py punti dati in un piano, i quali debbano dividere
nel rapporto & i lati di un poligono da costruire; % si suppone un numero alge-
brico rappresentante il rapporto dei segmenti dati; dunque negativo se i punti
dati si suppongono interni ai lati, positivo se esterni.

Preso ad arbitrio un punto Aj, sulla congiungente A; Py si determini il

. 1 - .
punto Ag tale che sia ==k, non ce n'é che uno solo; sulla congiun-

Ay
Ag Py
Ag Py
Ag Pg
e cosi di seguito: si costruisca cioé la poligonale A; 4z ..... Ap 41 1 cui lati
siano successivamente e nello stesso senso divisi da Pi, Pg, ....., Py nel rap-
porto k. Se Ay si fa muovere su una retta, Ag, As, ..... s An41 si muovono
ripettivamente su rette parallele a quella, generando punteggiate omotetiche; e,
come caso particolare, se Ay scorre lungo la Ay Ap 43 anche Aq 41 scorre lungo
la stessa retta. Di pil, se Ay’ As’ ... A'af1 & una seconda posizione della po-
ligonale, si ha algebricamente :

gente Ag Pg si determini analogamente il punto As tale che sia =k,

Ay Ay _ Ag Ay’ _ An Ay _
AgAg" T 77 As Ay’ T Ang1 Alngr

Dalle quali, moltiplicando e riducendo:

A AY'

—_— =" ... 1)
Ang1A'ng1 k t

Se A1 ed Ap41 coincidono in un punto, il poligono Ay Asg.... An41 sod-
disfa alla condizione richiesta e la [1] mostra che, se A™é diverso da 1, non
pud coincidere mai A’ con A’p41; se invece A" = 1 ossia, non potendo essere
k =1, imperocché cid corrisponderebbe ad ammettere che i punti dati fossero
a distanza infinita sui lati, se € A= — 1 ed n pari, comunque si scelga 4,
esso coincide sempre con A'n41; il che significa che in generale il problema,
se ha una soluzione, non ne ammette altre; ma, se i punti dati sono i punti
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medii dei lati del poligono e sono in numero pari, nc ammette infinite poten-
dosi scegliere il primo vertice ad arbitrio.

Se poi Ay non coincide con Ap41, sulla retta Ay Ap4 g si prenda il
punto O tale che sia:

A0
An+10 -

Se come primo vertice si prende O, ossia si fa coincidere 4y’ con O, an-
che I'ultimo vertice della poligonale cade in O, perché da [1] ¢ [2] si ha:
A O A0
Au-l—l A'n-{-l - An-{-l (0]

Ed ora se A" =1, con k= — 1 e quindi n pari, il punto O, determi-
nato dalla [2], cade a distanza infinita.

Dunque in generale il problema ammette soluzione ed una sola; quando poi
é A" =1, manca ogni soluzione o ve ne sono infinite.

Corollario. — 1 punti medii dei lati d"un poligono piano di 2m lati, non
formano un poligono generale ma assoggettato ad una condizione & cui pud
darsi il seguente enunciato: Se il poligono Pg Py Py ... Py_1 Py P_ (m—1) .-
P_g P_y ha i vertici nei punti medii dei lati d'un poligono, presi a conside-
rare due vertici opposti Pg, P, se (1, Cs,...., Cm—1 sono punti medii dei
segmenti Py Py, Py P_g3,,..., Pu—1 P_(n—1), e si costruisca di Pp il sim-
metrico rispetto a Cp, del nuovo punto il simmetrico rispetto a Ce, e cosi di
seguito, 1'ultimo punto ottenuto deve coincidere con Py,

54°. Se con (7:) s"indica il numero delle combinazioni di n elementi ad

r ad r, dimostrare la relazione:

(m;l)"'('i':;ll) m'f-;fl = m,:l (h’f])-

(A. Lueur).

Soluzione del Sig. G. Marsilia, allievo della R. Accademia navale di Li-
vorno ().
Si verifica facilmente che

(i) =t = G

(*) Soluzioni sostanzial analoghe da C. Adiello (R. Liceo V. E. dl Napoli), 4. Baldas-
sarre (R. Istituto tecnico di Bari), 4. Coacci (R. Istituto tecnico di Roma), §. Lopriore (R. Liceo
di Bari), 0. Manfredi (R. Istituto tecnico di Reggio Emilia), P. Marano (studente privato a Ca-
tania), P, Patrassi (R. Istituto tecnico di Ternl), @. Piuma (R. Liceo Colombo di Genova).
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onde

(m—l) 1 _L_( m)
h4+1) m—h=1 " m \h4+1l)’

Sommando questa equivalenza coll'altra notissima
m—1 m—1 m
() + (") = 6)
n—1 m—1 m—h  m+l n
(") + (o) moisr = ()

55°. Dimostrare che Vespressione

si ha

4n 313 9n |

& multipla di 6, qualunque sia Uintero positivo n, e che il quosiente della sua
divisione per 6 é > o per ogni valore di n > 2. (A. Luewy).

Dimostrazione di C. Aiello (R. Liceo V. E. di Napoli), A. Baldassarre (R. Isti-
tuto tecnico di Bari), P. Marano (studente privato a Catania), Z. Mengoni (R Ac-
cademia navale di Livorno).

L'espressione data pud scriversi nei due modi

(4r— 1% — 33 —2n) e 4n 43, 2% — (3n+1 4 1)

e poiché 4% — I ¢ divisibile per 4 — 1 = 3 e 3*+1+4 1 & un numero pari,
risulta dal primo modo di scrittura che essa ¢ divisibile per 3, dal secondo che
é divisibile per 2; I'espressione data é quindi multipla di 6.

E facile verificare che per n = 1, 2 l'espressione considerata assume il va-
lore zero, quindi, per rispondere alla scconda parte della quistione, basterad dimo-
strare che per n > 2, essa é > 0.

Ci serviremo del metodo d'induzione; supponendo cioé che sia

4n —3n+1.43 20 — 1> 0,
dimostreremo che & anche

gn+1 _ 3n+2 4.3 204+1 150,

Quest'ultima disuguaglianza & certamente vera se (dietro l'ipotesi fatta) é
vera l'altra :

(An+1 —3nt2 43 2n+1 1) — (4n —3»+143 .28 —1) > 0,
ossia, dopo avere ridotto e diviso per 3, se

4n—2. 30427 >0,
oppur anche se
n—3n >3 —2n,
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o finalmente se
4n—lggn—2 34, 43—1 > 3n—14-3n—2 24 4281

disuguaglianza cvidentemente giusta.

Dunque se il valore della proposta espressione é >> O per una certa n lo
¢ pure per n—41 e poich¢ per n = 3 questo valore ¢ 6, cosi il valore mede-
simo sara > O per ogni valore di # > 2. Lo stesso accadri poi del quoziente
della divisione per 6.

I giovani studenti G. Piuma (del R. Liceo Colombo di Genova) e S. Lopriore
(R. Liceo di Bari) dimostrano la scconda parte del teorema proposto nel modo
seguente. — Per n = 3 =i verifica subito che

47— 3+l 3,20 =1 >0,
sicché basterd dimostrare che per n >4 &
4 —3141 -1 >0 o 4—3n+1> ],

Ora 44 — 35 > 1, sard dunque evidentemente 44 . 4 — 35,3 > 4¢ —35 > 1,
45.4 — 36,3 > 45 — 36 > 1, ece,, percid il quoziente della divisione per
6 della data cspressione, per n > 2, & un intero positivo ().

Si dichiara inoltre ricevimento delle soluzioni seguenti: quistione 56°. dal
Sig. C. Aiello, G. Alessio, A. Baldassarre, G. Bitonti, G. di G. Candido, A.
Colorni, G. D' Asdiu, E. Gabrielli, A. Graciotti, L. Isola, A. Longo, S. Lo-
priore, P, Marano, G. Marcantoni, S. Martucci, G. M. Nobile, P. Patrassi,
G. Prinsi, M. Righetto, P. P. Rissuti, R, Salvadori, G. Scarpini, E. Segré,
A. Sidoli, F. Tallarico; B7'. R. Cassoli, G. D'Asdia, 8. Lopriore, 0. Man-
fredi; B8'. A. Balduassarre, G. Bitonti, G. D’ Asdia, S. Lopriore, 0. Manfredi,
G. M. Nobile, 59. S. Cutania, L. Carlini, 8. Gatti, M. Misani, G. Riboni,
G. Russo, F. Viagyi; 60. M. Misani, G. Riboni, G. Russo, F. Viagyi; 61.
F. Viaggi; 62'. A. Baldassarre, G. D' Asdia, O. Manfredi, G. M. Nobile;
63'. C. Aiello, G. Bitonti, E. Goti, S. Lopriore, P. Marano, A. Mucci, G.
M. Nobile, G. Paoli, G. Prinsi, P. P. Rissuti, R, Salradori, A. Sidoli —
soluzioni alle quali verra data evasione, insieme a quelle arrctrate, col fascicolo
venturo,

La Direzione.

>

(*) Inviarono dimostrazioni di questa quistione ancora i giovani G. Bitcnti, G. Gallucei, R. Mal-
tese (Istituto tecnico di Catanzaro), 4. Coacci, Ricciarda De Albini, G. Vincenti (R. Istitato tecnico
di Roma),- M. Righetto (Istituto tecnico di Spemia), G. A. Venturi (R. Istituto tecunlco di Reggio
Emllia),
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QUISTIONI PROPOSTE ©

84. Risolvere il seguente sistema d’equazioni

a4+ by4a(@ar—dbyY)+(@+d)(1l4+e—y)z—
a+b)(Ql4+)y+a(c+d)(1+4a2)=0

2y3+§1’+(a+b)’—-2y2§w——

a*+(a+b)ﬂ_2x*§y—2w*=o,

nelle quali %, @, b esprimono quantitd note.
S. GaTTIL

B65. Fra tutti i triangoli sferici che hanno un angolo di 90°
il lato ad esso opposto costante, e gli altri due lati minori di 90°,
qual ¢ quello di massima area?

66*. Trovare una formola pel termine n.° della serie a, b,
a, b, ab, ...

8'?. Trovare una formola pel termine n.° della serie a,, a,, a,, ....

68. Se il punto d'incontro degli archi bisettori degli angoli
d’un triangolo sferico coincide col punto d'incontro degli archi me-
diani dei lati, & necessario che il triangolo sia equilatero?

D. Besso.

69*. In un quadrilatero qualunque circoscritto ad un cerchio,
la differenza dei rettangoli dei lati opposti & uguale al rettangolo
della somma e della differenza delle congiungenti i punti medi dei
lati opposti.

(® Il tempo utile per 1'invio delle soluzioni delle quistioni nuove e dl quelle rimaste insolute
scade un mese e mexzo dopo la chiusura della redazione del fascicolo. La data di chiusura si tro-
vera nell'ultima pagina di clascun numero del Periodico.

. Le qnl-tlonl contrassegnate con asterisco sono esclusivamente lndlrlzute agli alunni delle no-
stre scuole.

12
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20*. Sommando la serie finita

14+2x 432 ~4...... “+nx!
e facendo poi & = -::1 , sl ottiene 1'identitd:
. ' 2 n—1
1 +2(L1:1->+8(n-:1) “+ ... +n (—n—:;l—) =t

U. DAINELLL

?1* a). Il massimo comun divisore di due numeri & 24. Facen-
done la ricerca col metodo delle divisioni, si trovano i numeri 3, 4,
b e 6 come quozienti delle successive divisioni che occorre fare. Quali
sono i due numeri?

b). Generalizzare il problema e il metodo per risolverlo.

G. FRATTINI.

28" Pei centri A e B di due circoli eguali e tangenti ester-
namente in F, e dalla stessa parte dii A B, si conducono i raggi AC,
BD paralleli fra loro; su CD come diametro si descrive un mezzo
cerchio esternamente ai cerchi dati, si ottiene cosi una figura (drepa-
noide) formata dal suddetto mezzo cerchio e dagli archi F'C, FD.
Mostrare che il raggio p del cerchio inscritto nel drepanoide & legato
al raggio r dei cerchi dati ed all’angolo ABD = a, dalla relazione

2r sen’® «
S pup
G. Russo.

"23*. Dato un triangolo, non regolare, trovare il luogo geome-
trico dei punti tali clie una delle perpendicolari condotte da ciascuno
di essi ai lati uguagli la somma o differenza delle altre due.

A. BALDASSARRE.

24* Sia ABCD un qualrilatero inscritto in una circonferenza
di centro O. Sopra il lato 4 B, preso come corda, si descrivano le
due circonferenze che hanno i loro centri sulla circonferenza O; questi
centri, che saranno i punti di mezzo dell’arco BCDA e dell’arco
A B, si indichino con I’ e con I” rispettivamente, Si operi ugual-
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mente sui lati BC, CD, DA, si avranno cosi altre sei circonfe—
renze, i cui centri, con notazioni analoghe alle precedenti, si indi-
cheranno con Q e Q, con B ed B e con S ed S'.

Dimostrare :

1° che gli altri quattro punti in cui si tagliano le circonfe-
renze P', Q', R', S’ sono i vertici di un rettangolo;

2° che gli altri quattro punti in cui si tagliano le circonfe-
renze P, Q, R, S sono pure i vertici di un rettangolo;

3° che la congiungente dei centri di questi due rettangoli &
bisecata dal punto O.

G. PEscr.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Lesioni di Algebra Elementare per GiacomMo BerLraccur. — Parte prima: Arit-
metica generale. Vol. I e II, Firenze,

11 libro & stato suggerito, come I'A. stesso dichiara nella prefazione, dal
desiderio di dare pubblicitA a drevi dimostraszioni delle teoriche d’Algebra che
egli aveva trovate insegnando tal disciplina: quindi nessuna intenzione nova-
trice, per quanto concerce le linee fondamentali dell'Algebra, ma parecchie di-
mostrazioni eleganti e nuove, e sapore di originalitA anche in quelle trite e
notissime, ) '

Le molte applicazioni ingegnose di teorie ovvie, alcune originali dell’A. ed
altre dedotte da scrittori classici, formano a mio avviso il pregio caratteristico
del libro, che porta ad epigrafe la sentenza di Newtcn: In scientiis addiscendis
exempla prosunt magis quam precepta; e gli esercizi che seguono ciascun
capitolo sono quasi tutti svolti nel testo, diventando cosi vere appendici del
capitolo stesso.

Si potrebbe, forse, desiderare maggiore omogeneitd nella generalizzazione
del concetto di numero, e fare qualche altro appunto di simil genere; ma discus-
sioni d'indole didattica sarebbero qui fuori di luogo, perché il libro é destinato
a giovani che, forniti gli studi secondari, s’accingono a quelli superiori; a lettori,
ciod, che certi concetti debbono avere gia netti e precisi nella mente.

Ma senza tenerci pii sulle generali, sarA bene che diamo una rapida scorsa
al libro.

Lez. 1. Simboli e definizioni.

Lez. 1. Quesiti sul moto uniforme.
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Lez. IIl. Addizione e sottrazione dei polinomi interi.

Lez. 1V. Teoria dei monomi interi.

Lez. V. Numero dei divisori d'un numero intero e formula dell'indicatore.

Lez. VI. Frazioni numeriche e monomie.

Lez. VII. Prodotti dei polinomi e teoremi sui massimi e minimi.

Lez. VIIL. Preprieta elementari dei numeri.

Vi si trova un metodo elegante per calcolare la somma dei numeri trian-
golari; e dedurne la somma dei quadrati e dei cubi dei primi n numeri natu-
rali. Notevoli formole per ottenere dei prodotti sotto furma simile a quella dei
fattori.

Fra gli esercizi ¢ esposto il metodo di Euler per calcolare numeri amicabili.

Lez. IX, Numeri negativi e prodotto dei polinomi ordinati.

Tra gli esercizi si notano belle identitd di Euler, che permettono di tras-
formare un cubo in somma di cubi; il teorema di Libri per scomporre un nu-
mero razionale nella somma di quattro cubi positivi; e varie applicazioni di
geometria elementare.

Lez. X. Potenze del binomio con esponenti interi e positivi.

Vi si trova un metodo elegante per calcolare i numeri figurati, definiti come
somme di figurati d'ordine inferiore.

Tra gli esercizi son degni di nota quello che di la formola di Waring;
e quello che fornisce il modo di calcolare la somma delle potenze simili dei
numeri interi minori di n e primi con esso. '

Lez. XI. Quoziente dei polinomi ordinati.

La dimostrazione che in un sol modo il quosiente dei due polinomi interi 4

R P
¢ B si puo porre sotto la forma Q 4 D7k essendo R di grado inferiore a quello

di B, si fa dipendere del principio che due polinomi (i grado diverso non possono
essere identicamente eguali, il qual principio, invocato altre volte in seguito, non
parmi evidente.

La divisibilita per x — a & dimostrata al solito modo.

In questo capitolo & esposto il modo di formare il quoziente d'un polinomio
diviso per x —a; ed & fatta la tecria delle radici commensurabili,

Tra gli esercizi son determinati i criteri di divisibilita per b -~ 1, nel
sistema di pumerazione di base b.

Lez. XI1I. Forme dei divisori di primo e seccndo grado dei polinomi interi.

Questa lezione comincia col calcolo dei numeri complessi, quindi presenta
uno studio completo del polinomio quadratico: finisce con alcuni bei teoremi
di massimo e minimo, tra’ quali guello dell'alveare.

Tra gli esercizi trovasi un’ingegnosa applicazione dei rumeri complessi a
risolvere in numeri interi I'equazione 2% + y2? — sm™, e qualche altra equazione
analoga.

Lez. XIII e XIV. Dei polinomi interi di terzo e quarto grado.

Queste lezioni sono condotte nei particolari con procedimenti forse pil spe-
ciosi che semplici; il che va attribuito al fatto che I'A. non ha dimostrato
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ancora certi teoremi generali sull'equazioni, come a mo’ d’esempio la dipendenza
tra radici e coefficienti, e li verifica pel caso delle equazioni cubiche e biqua-
dratiche.

Il teorema che un polinomio del 3° ¢ del 4° grado si pud scomporre in prodotto
di fattori lineari in una sola maniera, & dimostrato in guisa che presta il fianco
alla censura; infatti la dimostrazione data non basterebbe a provare assurda

I'identitd (x —x1)? (x — @2) = (& — 1) (x — x2)? per x, z xg,

L’equazione cubica & risoluta col metodo del Tartaglia. Quella biquadratica
col metodo del Ferrari, e poi son trovate le relazioni tra le radici di quella e
le radici della risolvente del Ferrari, del Lagrange e di Euler.

La discussione é ampia e completa, e spesso le condizioni sono espresse per
mezzo dei noti invarianti delle forme binarie di 3° e 4° grado.

Lez. XV. 1l metodo delle divisioni successive per la ricerca della massima
comune misura.

Oltre la teoria generale del massimo comun divisore e del minimo comune
multiplo di pid numeri, son riferite delle formole poco note, come quella del
Polignac tra quattro interi. E fatta la teoria delle frazioni continue, con le sue
proprietd piit notevoli, ed applicazione al teorema d'Euler: « Se un numero
« intero divide la somma di due quadrati interi, & pur esso la somma di due
« quadrati interi ». Sono studiati alcuni casi d'incommensurabilita di segmenti.

Tra gli esercizi: si trova la serie Fibonacci, di cui son dimostrate proprieta
interessanti, ed ¢ calcolato il termino ne#imo (e quindi la somma dei primi n
termini). Quest’ultino problema é presentato come caso particolare d'un altro
pit generale, da cui deducesi pure la ridotta nesima della frazione continua

r . .. . . e .
ay + a cui da origine Virrazionale }/a} 4 r ; e si dimo-

.
ST P

stra che la (2m—1)esima ridotta coincide con la mesima approssimazione del Fibo-

nacci (il Fibonacci per il valore della radice quadrata del numero N = a; +
did le seguenti approssimazioni:

1 N 1 N 1 N
a, ag = 5 |61 +;1‘), ag = 5 (al +a—2), ey Om = (am—1+ )’)

Sonvi altri interessanti esercizi.
C’é da osservare che l'eguaglianza

e+ dx
Wﬂ,— =wu + upx + ugad 4 ....
non pud avere un significato ben chiaro pel lettore, che di serie convergenti
nei suoi studi precedenti non ha sentito parlare, e qui non trova nemmeno la
definizione.

Lez. XVI. 1l massimo comun divisore dei polinomi.
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Negli esercizi si trovano le condizioni perché due quadriche o due cubiche
abbiano una radice comune, ¢ quindi si calcolano le eliminate tra due cquazioni
del 2° e del 3° grado. Sistema armonico di punti e coppie di punti in involuzione
su una retta.

Lez. XVII. Derivate delle funzioni algebrico-razionali.

Si rifa la teoria dei numeri figurati in maniera diversa da quella tenuta
innanzi. Si determina yuindi resto e quozicnte della divisione di uy 2% 4 tga xn—1
+ ugaam? 4= ... per & — a, nell'ipotesi che sieno uy, wg, ... numeri figurati, e
si ottiene di nuovo la formola del binomio; e quindi quella di Taylor; e si defi-
nisce derivata di f(x) il coefficiente di A nello sviluppo di /(@ <+ 4). Si applica
la teoria alla ricerca delle radici multiple d’'una equazione razionale e a deter-
minare il grado della eliminata fra due equazioni (dimostrazione del Trudi).

Tra gli esercizi. Condizione perché una cubica abbia radice doppia, o una
biquadratica radice doppia o tripla. Due radici di una cubica si esprimono con
funzioni quadriche della terza radice, o con frazioni a termini lineari rispetto
alla terza radice.

Lez. XVIII. Operazioni sulle quantitd irrazionali.

Chiude il capitolo un cenno storico sugl'irrazionali; si riferisce il problema
di costruire gl'irrazionali di 2° grado per mezzo di rette e cerchi, e I'impos-
sibilitd di costruire con lo stesso mezzo quelli del 3° e son citati i metodi
proposti per la duplicazione del cubo con I'inserzione di due medi geometrici,
con le coniche o con altre curve celebri.

Un cenno sulla geometria del compasso.

Tra gli esercizi é notevole un riassunto della goniometria presso i greci;
la corda dell’arco somma o differenza espresso per mezzo delle corde degli archi
semplici (teorema di Tolomeo); applicazioni al calcolo dei lati ¢ delle diagonali
dei poligoni regolari e ordinari e dell'ettadecagono; metodo di Tolomeo per cal-
colare la corda di 1° grado e poterne quindi dedurre una tavola di valori appros-
simati delle corde. Norma d’una funzione somma di radicali.

Lez. XIX. Estrazione dclla radice m®!™ dai polinomi.

Forma dello sviluppo di (1 4= 2)™ per m frazionario positivo o negativo.

Tra gli esercizi: utili formole per la estrazione di radice dai numeri. Con-
dizione perché si possa trasformare I’espressione

I/T/Tz— —+ /b nell'altra _’/i_‘__l_/_?/;

em
2V u
Lez. XX. Le progressioni.
Tra gli csercizi é calcolato la somma dei numeri fi gurati inversi; e di
altre secric.
Lez. XXI. 1 logaritmi.
E data la dimostrazione che linterpolazione per parti proporzionali pei
logaritmi dei numeri superiori a 10000 non porta crrore sulla 7% cifra della
mantissa.
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Lez. XXIL Interessi composti ed annualita.

Lez. XXIIl. Teoria dei limiti.

Oltre alcune applicazioni, che servono pei capitoli seguenti, ¢ da notare
una elegante dimostrazione d'eguaglianza 12 =1 — —;— + %

11 metodo di Archimede pel calcolo di = & esposto coi suoi particolari.

Riferiti alcuni teoremi fondamentali del Cavalieri, se ne fa un'applicazione
alla quadratura del segmento parabolico.

Tra gli esercizi, la somma di alcune scrie trigonometriche e la loro ap-
plicazione al bel teorema del Viviani, per calcolare superficie e solidi ottenuti
dall’intersezione di due cilindri eguali e tangenti lungo una generatrice con una
sfera ad essi tangente e che abbia il centro sulla generatrice di contatto,

E da osservare che in questo capitolo e nei seguenti da una disuguaglianza
[ (x) < F («) si deduce lim. f () < F (z) anzich¢ lim. f () < lim. F ().

Lez. XXIV. Le funzioni trascendenti.

Serie esponenziale. Seno e coseno iperbolici definiti come somme dei termini
di posto dispari o pari nello sviluppo di e%. Coseno e seno circolari definiti
come parte reale e coefficiente dellimmaginaria ncllo sviluppo di ei¥; é dimo-
strata ingegnosamente l'identitd delle nuove definizioni con quelle geometriche
di seno e coseno.

Serie logaritmica. Sviluppo di arctangx, arcsenx.

Tra gli esercizi: un bel teorema che permette di trasformare una summa
in frazione continua; formola di Brounker. Un interessante studio sulle frazioni
continue che si presentano sotto una speciale forma; dal quale & dedotta la for-
mola di Wallis che da lo sviluppo di = in prodotto d'infiniti fattori.

Lez. XXV. Quesiti sul moto vario.

Sono dimostrate le formole del moto uniformemente vario; quella per la
caduta d'una grave entro un fluido che opponga resistenza proporzionale al
quadrato della velocitd: la formola del pendolo.

Nella rapida recensione che ho fatta, non pretendo di aver segnalato tutto
cid che c'é di buono nel libro, forse anche avrd taciuto il meglio, ma spero
di aver detto quanto basti per invogliare alla lettura di esso.

Termino facendo voti che il chiaro A. dia presto alla luce la seconda parte

dell'opera.
F. Viaaer.

Pabblicazioni risevute dalla Direzione del Periodico

Bibliotheca mathematica. Journal d histoire des mathématiques publié par G.
ExesTROM. Stockholm: n. 1, 1890.

Journal de Mathématiques élimentaires & I'usage de tous les candidats aux écc-
les du gouvernement et des aspiranis au baccalauréat és sciences, publié
sous la direction de MM. G. e LoNGgcHAMPS, professeur de Mathématiques
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spéciales au Lycée Charlemagne, L. LEvy, agrégé des sciences mathémati-
ques, directeur des études A 1'Ecole préparatoire de Saint-Barbe. 3° Série,
Quatorziéme année. N. 4. Avril, 1890. Paris, librairie Ch. Delagrave.

Journal de Mathématiques élémentaires publié par H. VuiBert. 14¢ annde. N. 13,
14, 15, 16. Paris, M. Nony et C., 17 rue des Ecoles, 1890.

Mathesis, recueil mathématique a 1'usage des écoles spéciales et des établisse-
ments d'instruction moyenue, publi¢ par P. Mansion, professeur a 1'Uni-
versit¢ de Gand, et J. NEUBERG, professeur & 1'Université de Liége. Tome
dixiéme. Avril, Mai, 1890. Paris, Gauthiers-Villars & fils; Gand Ad. Hoste,
Editeur.

Rendiconti del Circolo matematico di Palermo. Tomo IV, Fasc. lll e IV, Maggio-
Giugno ¢ Luglio-Agosto, 1890, '

Rendiconti dell’ Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche (Sezione della
Societa Reale di Napoli). Serie 2%, Vol. 1V, Fasc. 3° e 4°, Marzo, Aprile 1890.

Zeitschrift fur mathematischen wund natwrwissenschaftlichen Unterricht. Ein Oc-
gan fiir Methodik, Bildungsgehalt und Organisation dec exakten Unter-
richtsfiicher an Gymnasien, Realschulen, Lehrerseminarien und gehobenen
Biirgerschulen, herausgegeben ven J. C. V. Horrman~. XXI Jahrgang. 2,
3 Heft. Leipzig, B. G. Teubner, 1890.

BerTint (E.) — Sul numero dei punti di diramazione di una singolarita qua-
lunque di una curva piana algebrica (Rendiconti R. Istit. Lomb., 1890).

Breiavt (C.) — Sulle equavioni differenzisli lineari a coefficienti doppiamente
periodici (Rend. R. Acc. Lincei, 1890).

Cuistont (C.) — Sulla determinazione del meridiano astronomico col magneto-
metro unifilare di Kew (Memorie della Socicta degli Spettroscopisti italiani,
1890).

DierMANN (J.) — Anwendung der Determinanten und Elemente der ncuern Al-
gebra auf dem Gebicte der niedern Mathematik. Leipzig, B. G. Teubner,
1889.

FrATTINT (G ) Aritmetica pratica ad uso delle Scuole eclementari del Regno, ap-
provata da molti consigli scolastici. Parte I, 4* ediz. prezzo cent. 40. Parte
IV, 2% ediz. prezzo cent. 75. Ditta G. B. Paravia e G% 1890,

Garnikrl (G.) — La matematica nello sviluppo delle scienze. Discorso letto nella
R. Universitd di Genova inangurando le lezioni di Algebra complementare
e di Geometria analitica. Genova, 1890,

Mistrot (P.) — Contabilita popolare per agricoltori e commercianti con 5 grandi
tavole dimostrative. Ditta G. B. Paravia ¢ C°, 1889. Prezzo: lire 1,50,

Pabova (E) — Il potenziale delle forze elastiche di mezzi isotropi. — Del moto
di un corpo non soggetto ad azioni acceleratrici. — Moto di un cono circo-
lare pesante che rotola sopra un piano inclinato (Atti R. Istit veneto, 1890).

Pavatint (F.) — Sopra una configurazione determinata dal punto doppio e da
sette punti semplici di una cubica piana razionale. Palni, tip. G. Lopre-
sti, 1890.

Pascar (F). — Sulla teoria delle funzioni ¢ Abeliane pari a tre argomenti. Me-
moria IV. (Annali di mat., 1890),

Riccarot (P.) — Concetto generale di una biblioteca matematica italiana del
secolo XIX. (Rend. R. Acc. delle Scienze dell’Istit. di Bologna, 1890).

VicariE (E.) — Esquisse historique sur la marche du développement de la géo-

métrie du triangle (Association frangaise pour 1'avancement des sciences,
Congrés de Paris, 1889).

Chiusura della redazione il di 27 maggio 1890.



DELLE PENSIONI VITALIZIE

NEL CASO CHE LE SOMME VERSATE DAGLI ASSICURATI

siano da restituirsi, senza interessi, agli eredi.

I. Un individuo dell’eth di anni n, per ottenere una determinata
pensione annua vitalizia P decorribile dall’eth di anni n 4-7, versa
alla cassa di un istituto un contributo annuo costante ¢, colla riserva
che, al momento della sua morte, le somme da lui versate vengano,
senza gl’interessi, interamente restituite ai suoi eredi, qualora la
morte accada prima che egli abbia cominciato a percepire la pensione.

K una forma d’assicurazione in uso presso diverse sccieti di mutuo
soccorso (‘) e quindi parmi utile di dare alcune indicazioni, affinché si
possa in pratica conoscere qual contributo matematicamente corri-
sponda ad una determinata pensione. Per un individuo dell’etd di
anni », sia v, il valore attuale di un’annualitd vitalizia immediata di
una lira annua; e w0, ,4; il valore attuale di un’annualitd vitalizia
pure di una lira, differita pero all’etd di anni n - i.

Siccome il contributo altro non & che un’annuality vitalizia im-
mediata, il valore attuale di tutte le contribuzioni annue per 1’ indi-
viduo di anni n sard c,7,; mentre, potendosi la pensione considerare
un’annuality vitalizia differita, il valore attuale delle pensioni pro-
messe, all’individuo di n anni, sard P w, 4

Suppongo per semplicith che, qualora I’ individuo assicurato non
giunga a percepire la pensione, la restituzione delle somme versate
abbia luogo alla fine dell’anno in cui avviene la morte.

Se il contributo fosse di una lira annua, gli eredi avrebbero diritto
alla restituzione di una lira se la morte avvenisse nel primo anno, di
due lire se nel secondo, di tre se nel terzo, ....., di 7 lire se nel ",

Sia, nell’ipotesi del contributo di una lira annua, r,, ,; il valore
attuale del capitale da restituirsi agli credi quando 1’ individuo assicu-

(¥) Fra queste cito la Societi nazionalc di mutuo soccorso degli impiegati con sede in Milano.

13
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rato muoia in una delle f ety di anni», n+1,n 42, ... n4+7— 1.
Nel nostro caso sard ¢, 7, »4; il valore attuale delle somme da resti-
tuirsi agli eredi.

Facendo astrazione dalle spese amministrative dell’istituto e sup-
ponendo che sia questo il primo anno in cui I'indivilduo comincia a
contribuire e quindi che egli non si sia formato alcun fondo di riserva,
affinché il contributo ¢, corrisponda matematicamente agli impegni
dell’ istituto, si dovra avere:

CaVn == Cn P, nti + r Wh, nti
da cui

. — P oy, ngi
" Vn — ¥n,n4i

Pei valori «, e w0y a4 delle annualita vitalizie, immediata e diffe-
rita, sono note le formule e sono pure stati calcolati i risultati nume-
rici in base a determinate ipotesi relative alla mortalith e al saggio
d’interesse (°).

Se, per le condizioni del contratto, I'individuo assicurato non fosse
pil, dal momento della decorrenza della pensione, tenuto a contri-
buire, in luogo dell’annualitd vitalizia immediata v, si dovrebbe porre
I'annualitd vitalizia immediata e temporanea (lall’eta n all’etd n -
i — 1), per la quale & pure nota la formula e sono stati calcolati i
valori numerici.

Quindi io mi limito a trovare la formula pel valore r 4 ;.

II. Si osservi che, come si & detto sopra, per un individuo il quale
versi in ogni anno una lira I'assicurare la restituzione (in caso di morte)
del capitale accumulato, senza interessi, equivale ad assicurare agli
eredi una lira se la morte avviene nel primo anno, due lire se av-
viene nel secondo, tre se nel terzo, ...... ¢ lire se nel #i™e,

Quindi il valore attuale di tale assicurazione si pud considerare
eguale alla somma dei valori attuali di tante assicurazioni temporanee,
ciascuna della durata di un anno, e corrispondenti al n™™, al (mg-T1)rsime
al (n 4+ 2)*™, ......, al (e 47— 1) anno di eti dell’individuo
assicurato e rispettivamente ai capitali 1; 2; 3; .....; .

(*) Vedasl 1l mio volume: Teoria matematica della previdenza. (Parma - Battei, 1689).
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Siano S, Sny1> Sngesr +++ve» Sngi—1y Sats | DUmeri dei superstiti
della tavola di sopravvivenza (*) corrispondenti alle etdh n, n+1,
n+2, ......,n+i—1, n~4i Se i fatti corrisponderanno alla’
legge della tavola prescelta, i morti nel primo anno saranno s, — 8, 41,
nel secondo §, 41 — Spya, ---., Nl &8 4y g — Sy

Se s, individui della stessa etdh m volessero assicurare ciascuno
una lira, pagabile agli eredi nel solo caso che la morte accadesse nel
primo anno, I'istituto d’assicurazione si esporrebbe al pagamento di
lire s, — 8, alla fine d’anno. 11 valore attuale di questa somma,
essendo ¢ il saggio d’interesse (I’interesse di una lira in un anno), &
_’%*1 (Sn = Sa41) in cui k—-—&;. Se tale & il valore
attuale di tutte le somme pagabili agli eredi dei defunti fra gli s, in-
dividui assicurati, il valore di tale assicurazione, per un solo individuo

—5n+l

Sn
Qualora gli stessi s, individui volessero assicurare ciascuno ai loro

di 2 anni, sarh h ——

eredi una lira annua, da pagarsi nel solo caso che la morte avvenisse
nel secondo anno dell’assicurazione, istituto s’ impegnerebbe a pagare
alla fine del secondo anno lire §, 43 — Sp4s, le quali ridotte al loro

valore attuale danno ii(l‘_*_;;;ﬂ- = I (441 — Sn43)- 1l valore
di tale assicurazione per un solo individuo e quindi »* i Bk

Sn
Sn4m—1— Sndm
Sn
n, il valore dell’ assicurazione temporanea di una lira, da pagarsi agli
credi nel solo caso che la morte accada nel m™=™°
curazione.

Ne consegue che il valore attuale r, ,4¢& dato dalla formula

In generale A® &, per un solo individuo dell'etd

anno dell’ assi-

[1] roupe=h 2t g g g SIS0 | g S monds

n
3n+i—1 — Sn4-id
Sn *

Yy

(*) Propriamente parlando devesi dls“nguere la tavola di mortalita da qnelh. di sopravvi-

venza. Di un certo numero di individui, che si nati nel d , 1a tavola di
sopravvivenza fornisce dircttamente il numero probabllo dei superstiti dopo uno, due, tre ... m...
anni; quella di mortaliti fornisce 1 quozienti df mortalitd, ossia le elprwlonl m-|-l corri-

Sm
spondenti a tutti i valorl interi di m.
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Ricavando dalla tavola di sopravvivenza i numeri s,, $, 41, Sntor
ce e Sppiots Sugs € calcolando, quando siasi scelto il saggio d’inte-

resse, le potenze di h = (), si otticne mediante la formula pre-

1
T+¢
cedente il valore numerico di 7, , 4.

Se i numeri dei superstiti nelle diverse etd formassero, con suffi-
ciente approssimazione, pel periodo considerato fra I'eth 2 e I'eta n <41,
una progressione aritmetica, ossia se, entro i limiti predetti, la curva

di s i a divenisse approssimativamente rettilinea, si avrebbe
li sopravvivenza divenisse approssimativamente rettilinea, si avrebl

S =S 1=t — S =S s = =& fi—1 — Sn-}-i'
Ponendo

Sn— Sn4-1 Sndt— Sn42 Sn4i—1 = Spdi
S p T It g ST b o=h —t T td

Fn 1 Sn
la formula [1] si trasforma nella seguente:
Pangi=0(1+2h4+3 14+ 413 ... +ili~).

L’ espressionc compresa tra parentesi nel secondo membro equivale
alla somma delle espressioni seguenti :

. . 1 — 7
144022 4...... 42411 ossia Tj;f
2 i~2 i—1 h — Ui
h+r~4......4+8E"24 1L » e
cesesseecscecsse e s s » REEEE
e
1 — A
. hi—1 __}i
i—1 -
h » 7
Quindi
14+20 43R 4+41°04....+ il 1=
14402 4h8 .4 hi-1— ikt
1—7 -
ihFt— (D) hi41
(I — 1 ()
(*) Nel mio volume, citato precedentemente in nota, ho calcolato le potenze di h= —-l——'

fino all'ottantacinquesima, per dieci valori ditferenti di ¢ da 0,02 a 0,03. 1+¢
(**) Si poteva giuugere allo stesso risuitato pia brevemente giovandosi di alcune nozioni ele-
mentari sul calcolo delle derivate. Si ha infatti;
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Sostituendo avremo :

Tangd =8 —— 4 50

III Abbiamo trovato (formula [1]):

i
Sntm—1=—Sn4m,.
oot = S min bRzt in
n

Se l'assicurazione fosse fatta a capitale interamente e incondi-
zionatamente riservato; vale a dire, se il capitale versato dovesse
interamente (senza interessi) restituirsi qualunque fosse 1’ epoca della
morte, il valore analogo al precedente si otterrebhe estendendo la
somma Y, del secondo membro fino che n 4+ m — 1 divenisse eguale
al numero d’anni limite (secondo la tavola scelta) della durata della
vita umana. ’

Se perd il contributo cessasse dal momento della decorrenza
della pensione, il valore attuale del capitale (incondizionatamente
riservato), da restituirsi in caso di morte, dovrebbe considerarsi
come il valore di un’assicurazione limitata al periodo anteriore
all’eth n ¢ (nel quale il capitale si accumula e aumenta pro-
gressivamente) come 1'assicurazione precedente, piu il valore di una
seconda assicurazione differita all’eth = -7 per tutto il capitale
accumulato, che resta costante in questo secondo periodo.

Supponendo conosciute le formule relative alle assicurazioni im-
mediate e differite di capitali determinati scadibili alla morte, posso
considerare completamente risolto il problema che io mi ero pro-

posto di studiare.
G1usePPE GARDENGHI.
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DIMOSTRAZIONE DELLA PERIODICITA

NELLA ESPRESSIONE IN SERIE INFINITH
DELLE GRANDEZZE RAZIONALI

1. Abbiasi una grandezza @ razionale od irrazionale, per sempli-
c¢itd, minore di 1.
Sia @ un numero intero e positivo fissato: prendansi a conside-

1 1 1 . .
rare le grandezze — —,» —5» ecc. e si determini quante grandezze
a a a

1 . . . . . .. 1
- contiene & (al massimo): sieno ¢;; cosi si determini quante Y

contiene la parte rimanente di ® e sieno cg, ¢ cosi di seguito; la ope-
razione avra un termine o no; cio¢ con quel procedimento si verrad
0 no ad esaurire tutta la x; in altri termini & sara esprimibile in

questa forma: @ = ¢, — 4¢3 +cs—g +ece. (0 < ¢, < a), e

la serie sard finita o mﬁmta.

Voglio far vedere come discenda da un noto teorema sui Nu-
meri () che, guando x é raszionale, la suddella operazione, se
non finisce, deve necessariamente diventare periodica e quindi che
la serie, se & infinita, deve essere periodica.

2. Premetto le due scguenti osservazioni. Se si arresta la ope-

. . . o
razione alla considerazione delle grandezze - si dice che si & cal-

N . .
colato # con la approssimazione di a—n ovvero a meno di —- e il
1

1l

valore approssimato sarebhe €1 + Cs oy + s 5 + R

. L1 . . .
il quale ¢ un certo numero di —= © precisamente il massimo nu-

1 . . .
mero delle —- contenute in @; la parte rimanente di a sarebbe

an

I’errore relativo a quella approssimazione.

(*) Teorcma di Fermat esteso da Eulero. — V. BALTZER, Aritmetica generale, § 13 n. 21 e BER-
TRAND, Tratiato di dlgebra elementare, trad. da Betti, Nota V. Teorewi 1. e 2.
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x
am™

Y eecen

. x @
Osservo anche che dovendosi calcolare —- —5- .....

si avrebbero gli identici numeri ¢ che si otterrebbero calcolando
« e precisamente i numeri ¢ che si otterrebbero per la (m -+ 1)*

(m =+ 2)* ecc. approssimazione di % sarebbero rispettivamente gli

stessi di quelli che si otterrebbero per la 1°, 2% ecc. approssima-
zione di . Infatti per le approssimazioni (m -+ 1)* (m 4 2)* ecc. di

x £ £ x 1 1 le st -
—asi devono fare fra —2- e —Z05 —os ecc. le stesse operazioni

am
_ 11 C . a oa
che si fanno fra @ e — —g ecc. per le approssimazioni 1%, 2%, ecc.:

ora i rapporti di quantith fra queste due categorie di grandezze

@ 1 1 ]
s Tam ? gm+1 gm+3 ecc.
1 1
( x, —_— —3s €cc.
a a

sono identici.
3. Premesso questo, sia 2 adunque una grandezza razionale (< 1):

. r .
sard allora uguale ad una espressione —» oOve r, § sono numeri

interi. Se s =a ovvero ¢ composto di fattori primi che sono fuili
fattori primi pure di a la operazione da eseguirsi su # ha termine
(cioé la serie ¢ finita) e reciprocamente.
Gli altri casi che possono presentarsi sono unicamenle i se-
guenti :
1). s & composto di fattori primi tutti diversi da quelli di
a, cioé¢ & primo con a.
2). s & composto di fattori primi parte diversi, parte uguali
a quelli di a. )
Considero il primo caso; dico che si pud certamente arrivare
con la operazione a un punto tale, cio®¢ arrivare ad una approssi-
mazione tale, che l'errore relativo sia una grandezza della specie

—m @l anzi pit precisamente che I'approssimazione per la quale

< oo N .
si verifica questo fatto sard a meno di —5-: dimostrato questo sic-
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. z
come si sa che calcolando una grandezza —- si trovano per le ap-

prossimazioni (m = 1)* (m =~ 2)® ecc. gli stessi numeri che per le
approssimazioni 1%, 2%, ecc. di 2 e le approssimazioni che bisognera

. . @ . .
determinare di - per avere le successive di  sono appunto le

(m =+ 1)* (m = 2)® ecc., cosi si vede come i risultati della opera-
zione si ripeteranno tali e quali e cio¢ la serie sard periodica.

. . . . 1
Dimostro adunque che esiste una approssimaziene a meno di —=

tale che 1’ errore relativo ¢ ——. Percio basta applicare il succitato
m P

teorema, che ¢ il seguente: «avendosi due numeri p, ¢ primi fra loro,
esiste una potenza (intera) g% di ¢ tale che ¢¥ — 1 & un multiplo di
p; ¢ & poi il numero degli interi inferiori a p e primi con esso ».

Essendo i due numeri a, s primi fra loro esisterd una certa
potenza d’esponente ¢ (s) (intero, positivo) di a tale che a¥® —1
sard un multiplo di s e quindi

r
$

a?(’)_l%:m;a?(')—l;

2 intero I, le g d i 1
sal' X O . —re =L — — ] o
al'a un numero intero i, onde pran) [ 7@ ora si1 vede

¢ cffettivamente una approssimazione

. 1
subito che la grandezza - o,

.
di . infatti & minore di  ed aggiungendovi —o si ha una gran-
1 . c oy s
dezza maggiore di «, perclm @ & minore di —; I & quindi il

¢ la approssima-

. . I
S8 1 _
massimo numero di a?(,) contenute in x e —.ior

zione di « a meno di Dalla medesima precedente uguaglianza

1
A0
si ricava poi anche che I'errore relativo a tale approssimazione ¢

. to
ocls .
precisamente —z o
Giunti quindi con la pitt volte citata operazione a tale appros-
simazione la operazione stessa riproduce i medesimi risultati e la

serie & necessariamente periodica.
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Il secondo caso poi pud essere immediatamente ricondotto al
primo. Se s contiene fattori primi parte uguali, parte diversi da
quelli di a, sia ¢ il prodotto di tutti i suoi fattori primi che sono
uguali a fattori primi di a, e §" sia il prodotto dei rimanenti, sicché,
¢ s’ = s. La minima potenza di a che contiene ¢ sia a* e sia o= a*;
allora

r r r
addtr—ad* —=ocr—=1—
s s s

. . Tr e e . Tr . t
e quindi a* & = —~ ed eseguendo la divisione @* v=—7~ =i+
. . t
ove ¢ sard un intero e potrd anche essere 0, e ra sard una fra-

zione, il cui denominatore & un numero primo con @ e quindi
i t 1 . T
&= —~ + - — ora siccome < 1, a* = < a*, quindi i < a*
e percid 7 sard della forma 4y a* — '+ Ga*— 4 .....+ a4+,
ove 0 <4< a(j=12,...,k), onde
:__ 1 19 i —1 ix t |
T=-——t -y +..... +Z’:r+;"—+_'_ )

s" ak

¢ . -
la grandezza —- di luogo a sua volta a una serie periodica e

.

quindi anche in questo caso & esprimibile mediante la solita ope-
razione in una serie infinita periodica, previa una certa serie finita.

4. Si pud anche osservare che, ammessa come nota tale pro-
prietA e cioé che una grandezza razionale si pud esprimere me-
diante una serie periodica della suddetta forma (al che si pud arri-
vare facendo uso del metodo ordinariamente seguito nei trattati di
Aritmetica elementare) se ne pud dedurre come conseguenza che se
sia p un numero intero primo con un certo altro intero ¢ esiste
una potenza ¢*™ di ¢ per la quale ¢~ & multiplo di p. Si formi

. . 1 . . .
infatti la grandezza 2 la quale, essendo razionale, si potrd espri-
mere in una serie della forma

1 1 1 1 1
c,—q—+c,?—+c, ?—-l-.....-" C,q—,-l-cl-qT_lT-I-

1
qv+2'+ _____ +c,?7+ecc.(0 << q)

14
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ove ogni g termini i numeri ¢ si ripeteranno identicamente. Ora

osservo che tale serie & una progressione geometrica avente per
. . c1qg9—14cggs—24 ..., “+c, . 1

primo termine = e per ragione —— e
q9 q9

(] g9—1+62q9—2+ ..... +(' .
7. vale a dire

quindi la sua somma & 0 —1

1 . . .
— & uguale a questa espressione; ma le quantith che vi figurano
P :

come numeratore e denominatore sono due numeri intieri, onde si
vede che il numero p moltiplicato per un opportuno numero intero
dd ¢ — 1, o in altri termini ¢¢9 — 1 ¢ un multiplo di p.

Non ¢ forse inutile il notare la forma

@—=DNe¢'+@—=D¢ +...+@g—Dg+@g—1
sotto cui si pud mettere il numero ¢¢ — 1.

D.F ITaLo AMALDI

THOREMT SUL TRUANGOLL ISUBARIGENTRIC

In una nota, inserita nel 1° fascicolo del II anno di questo Perio-
dico, intitolata « Di alcune proprietd del triangolo », il Prof. Besso
mostrava l'esistenza di certi triangoli isobaricentrici con un trian-
golo dato. I Professori Pesci e Panizza continuarono, in lavori pub-
blicati nello stesso Periodico, lo studio del Prof. Besso, estendendo la
serie dei triangoli isobaricentrici con un triangolo dato. La presente
nota & un’aggiunta ai lavori fatti dai detti professori.

Dato un triangolo 4 B C, si diranno M, N, P i punti medii dei
lati BC, C A, A B rispettivamente ed O il suo baricentro. Sieno A’, B’
due punti qualunque del piano del triangolo, si conduca A’ O, che
si prolungherd dalla parte di O fino in M in modo che sia 4’0
=2 0M, e si unisca B con M’ ¢ la retta B' M’ si prolunghi
dalla parte di A fino in C’, in modo che sia M C' = B’ M'; sard
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A’ B'C’ un triangolo isobaricentrico con il triangolo dato. Dati A, B,
il punto C' resta determinato in modo unico. Dunque:

Dato un triangolo, un triangolo isobaricentrico ad esso é deter-
minalo in modo unico quando si assegnino ad arbiilrio due suoi
verilici.

Un triangolo isobaricentrico con un triangolo dato & pure deter-
minato da un vertice A’ e dalla direzione dei due lati A" B’, A" C’ che
escono da A’. Basterd condurre per M una retta che sia terminata
ai lati dell’angolo B" A" C’ e sia bisecata in 1.

I punti B, C' sono simmetrici rispetto al punto M’. Dunque:

Se dei vertici d'un triangolo isobaricentrico con un iriangolo
dato uno rimane fisso e un allro descrive una linea, Ualiro de-
scrive una linea simmetrica rispetlo a un punto determinato dal
verlice fisso.

Se il triangolo A" B’ C' deve essere simile al triangolo dato,
basterd assegnare il solo vertice A’. Infatti, determinato AL, si con-
conduca per M’ una retta che faccia con A" M  angoli eguali (in gran-
dezza e senso) a quelli che B C forma con A M, e per A’ si condu-
cano due rette che formino con A" M’ i medesimi angoli che AB, AC
formano con A M si sard cosi costruito un triangolo simile al dato
e isobaricentrico con esso.

I1 vertice A" si scelga sopra il lato B C, e il vertice B’ sopra il
lato A C. Se A’ rimane fisso e B’ descrive la retta A C, il vertice C’
descriverd la simmetrica di A C rispetto al punto A (Tav. I, fig. 1).
Questa retta simmetrica tagli B A nel punto C’, sara A" B' C' un
triangolo isobaricentrico con il triangolo dato e iscritto in esso. E si di-
mostra che i vertici di questo triangolo dividono nello stesso rapporto
i lati del triangolo fondamentale (Besso, 1. c.).

Se A" B' C' oltre di essere iscritto deve essere simile al triangolo
dato, il primo triangolo risulta perfettamente determinato. Calcolando
i lati del triangolo A" B'C’ in funzione dei lati del triangolo dato,
e cercando la condizione perché esso risulti simile al triangolo fonda-

’

. B Y s
mentale, si trova ==1 per rapporto in cui A’ deve dividere B C.

A'C

Dunque:
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Fra gli infiniti triangoli iscritli in un triangolo dalo e isoba-
ricentrici con esso, ve ne é un solo simile al dato ed ha per vertici
1 punti di mezzo dei lati del triangolo stesso.

La costruzione di A" B’ €' nell'ultimo caso mostra che se A’ va
all'infinito sopra BC, B" e C" andranno pure all'infinito sopra i lati
A C, A B rispettivamente.

Sieno A’, C' vertici di un triangolo isobaricentrico iscritto. Si ha:

BA' _ AC . BC AC __ AB B
Ac T B OV wTE T A CT (B C'B
da cui
A'C _ BC
CB~ AB

Similmente: se A", A”'..., C",C",... sono vertici di altri trian-
goli analoghi, si avrd :
AC __A"C _ A"C

CB T C'B C"B

Dunque :

Tutti i triangoli isobaricentrici con un triangolo dalo e iscritly
in esso segnano sopra i suoi lati tre punteggiate simili a due a due.

Si ha inoltre:

Se in un triangolo si iscrivono due triangoli isobaricentrici
con esso, il triangolo che ha per lati i segmenti che i vertici di
quei iriangoli determinano sui lati & simile al dato.

Se A" cade in C, C" cadra in B, e se A’ cade in B, (' cadri in A.
Cio& nella detta similitudine al punto B corrispondono i punti 4 e C,
secondo che B si suppone appartenere alla punteggiata B C o alla
punteggiata B A.

Segue allora dalle nozioni di Geometria proiettiva che le rette
analoghe a B’ € inviluppano una parabola, la quale tocca i lati
A B, CB nei punti Be C. Si ha cosi il teorema :

Se dei vertici d'un triangolo isobaricentrico e iscrillo, un ver-
tice descrive un lalo del triangolo fondamenlale, il lato opposlo
inviluppa una parabola, che é tangente agli altri due lati del
triangolo fondamentale nei vertici situali sul primo lalo.
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Si pud dire anche:

I lati di tutti i triangoli, isobaricentrici e iscrilti, inviluppano
un luogo del sesto ordine (e della sesta classe) costituito da tre
parabole.

Queste tre parabole sono di facilissima costruzione, perché di
ciascuna di esse si conoscono due tangenti e i relativi punti di
contatto. Queste tre parabole oltre che tagliarsi a due a due nei
vertici del triangolo fondamentale, si tagliano in altri tre punti,
vertici d’un triangolo curvilineo, i cui lati son tre archi delle
dette parabole. Questo triangolo curvilineo contiene dentro di sé
tutti i punti del piano per i quali non passano lati dei triangoli
isobaricentrici ed iscritti. Da quanto precede si pud enunciare il
seguente teorema :

Dato un punlo, esistono in generale sei triangoli isobaricentrici
iscritti di ciascuno dei quali un lato passa per il punto dato.

Pud notarsi che il minimo triangolo isobaricentrico & quello cir-
coscritto al detto triangolo parabolico. Infatti questo triangolo &
quello formato dalle rette che congiungono i punti di mezzo dei lati del
dato triangolo fondamentale, che & isobaricentrico al dato. Ora il rap-
porto fra il triangolo A" B’ C' isobaricentrico iscritto e il triangolo
A B C & (V. Pesci, anno II del Periodico)

mé—m 41
(m+ 1)
dove m ¢& il rapporto B A" : A’ C. Quel rapporto diviene minimo per
m =1, cid0 che mostra che il iriangolo isobaricentrico iscritto e
simile al dato, é il minimo fra i triangoli isobaricentrici iscritti.

Sia (fig. 2) A" B’ C" un triangolo isobaricentrico iscritto; si pro-
lunghino le sue mediane fino a che incontrano i lati del triangolo fon-
damentale. Si ottengono due triangoli A” B”C”, A" B C""", dei quali
il primo soltanto ¢ segnato nella figura.

Intanto poiché A" B'C & isobaricentrico ed inscritto ad A BC,
BA_CF _ AC
A'C BA (B

Per essere MP’ parallela a BA, si ha: MA” : BA" = P'M:CB
e PPM= AC : 2, sicch¢

segue =m.
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}[_A” __om indi BM  2—um BC 2
Bam T e T T =T @ pam e
, . . BA” 1 o .
Ma BC = BA” 4 A" C, per cui e = T Similmmente ri-
CB” AC" 1
sulta - —— = =

A = og — T taleht anche il triangolo A”"B"C”
¢ isobaricentrico ad A BC.

Alla stessa conclusione si arriva considerando il triangolo A™B"C".
Dunque:

Se un triangolo é isobaricentrico con un altro ed iscritlo, le
sue mediane tagliano ¢ lati del triangolo fondamenlale nei vertici
d’un secondo triangolo isobaricentrico con il dato, e tagliano 1 pro-
lungamenti dei lati stessi nei vertici d’'un terzo triangolo isobari-
cenlirico.

Si costruisca il triangolo isobaricentrico A’ B' € (fig. 3) del quale
il lato C' A" passi per B e il lato C" B’ passi per A. Se, restando fisso
C B, il lato C'A’ ruota attorno a B, il punto M’ descriveri una
retta o ed il punto A" una retta y, parallele entrambe alla retta C' B/,
e la prima passante per M e per il punto medio E di C" A’. Mentre ¢’
descrive la punteggiata C° B', M’ descrive x, ed A’ descrive y e
le due punteggiate (M), () saranno simili alla punteggiata (C') e
percio simili fra loro; e siccome sono parallele, saranno prospettive.
Sia K il centro di prospettiva. Questo punto K cadra nella mediana
BN, perché quando C' B cade in B N, allora A" ed M’ cadranno sulla
mediana stessa. Se C' B coincide con A B, M cadrain M e A" ¢ i
punto comune a B A ed y. Cosi il punto K si costruisce immediata-
mente. Dunque:

Se d’un triangolo isobaricentrico un lato passa per un vertice
del triangolo fondamentale ed é fisso, mentre un altro lalo ruola
altorno a un altro verlice del triangolo fondamenlale, il terso lato
descrive un fascio il cui centro si puc costruiie immedialamente.

Da questo teorema nasce la risoluzione del seguente problema.

Costruire un (riangolo isobaricentrico circoscrilto del quale
sia data la direzione di un lato.

Se il lato dato passa per .1, costruito A, come precedentemente,
la retta K C sard un’altro lato del triangolo richiesto.
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Se a’ = C' B & parallela a B N (fig. 4) e si costruisce K, il fa-
scio M (A V T N) & armonieo, poiché T' ¢ punto mediodi V A ed M N
¢ parallela a VA, e percid ¢ armonico anche il gruppo OK oo N. Cosi
N ¢ il punto medio di O K, e percid B 0 = O K. Dunque: Se dai ver-
tici di un triangolo si conducono le parallele alle mediane, si ot-
tengono due triangoli isobaricentrici con il dalo.

Riferiamoci alla fig. 3. Se a' ruota attorno ad A4, descrive un
fascio (a) proiettivo (uguale) al fascio (x); questo fascio & proiettivo
(prospettivo) alla punteggiata (F), descritta su AB, la punteggiata (F)
¢ proiettiva alla punteggiata (@), questa alla punteggiata (K) descritta
su B N, e (K) al fascio (¢). Adunque i fasci (a'), (¢") sono proiettivi fra
loro. Per conseguenza il luogo del punto B’, comune a due raggi cor-
rispondenti, & una conica che passa per 4 e C. Questa conica passa
per O, per il punto simmetrico di B rispetto ad N (V. Panizza, anno 1II
del Periodico) e per altri due punti determinati, com’¢ stato detto,
dalle parallele alle mediane condotte per 4 e C. Questa conica si
pud dunque facilmente costruire col teorema di Pascal, ed & in ge-
nerale una ellisse. Di queste ellissi se ne hanno tre. Una di esse pud
chiamarsi la ellisse relativa ai due vertici per i quali passa.

Si consideri (fig. 5) la ellisse relativa ai vertici 4, C; sia D il
simmetrico di B rispetto ad N, E il punto comune alle 4 E, C E pa-
rallele alle mediane O C, O N, F il punto comune alle A F, C F
rispettivamente parallele alle mediane O N, O A. Quella ellisse pas-
serd, oltreché per i punti A, C per i punti O, D, E, F. Siccome poi
¢ manifestamente 0 K=K D, A K=K E, sard K il centro della detta
ellisse. Si pud notare inoltre che la parallela condotta da K al lato
A C ¢ un diametro coniugato al diametro O D, il diametro F C & co-
niugato a quello che si ottiene guidando da K la parallela a B C ecc.
Da quanto precede e da altre facili osservazioni, che si possono fare
nella figura, e dal fatto che per le tre ellissi sono eguali le involuzioni
dei diametri coniugati ed eguali per esempio il semidiametro A K e i
due suoi corrispondenti nelle altre due ellissi, si hanno i seguenti
teoremi: :

Vi sono infiniti triangoli circoscritli a un triangolo dalo e
isobaricentrici con esso. Assegnata la direzione d'un lato il trian-
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golo resta delerminalo in modo wunico, e se il primo lalo ruola
attorno al vertice per il quale é stato condotlo, i due lali ri-
manenti colla loro mulua inlersezione generano una ellisse la
quale passa per i due verlici rimanenti del lriangolo fonda-
mentale, per il baricenlro comune e per altri ire punti deter-
minabili immediatamente.

La conica relativa a due verlici del triangolo fondamentale
ha per centro il punlo simmelrico del vertice rimanenle rispetto
al baricentro comune.

I centri delle tre ellissi che rappresentano il luogo det ver-
lici dei triangoli isobaricenlrici e circoscrilli formano un lrian-
golo isobaricenirico col dalo, eguale ad esso, e coi lati paral-
leli a quelli del medesimo.

1 lati di questo triangolo consideratli come diamelri hanno per
coniugalti le rette che uniscono ¢ suoi verlici ai verlici del trian-
golo fondamentale che sono opposti ai lali del triangolo che si
considera.

Quelle tre ellissi sono eguali fra loro.

Se allora una di queste ellissi diviene un cerchio, le altre due di-
vengono cerchi eguali ad esso. Si ha cosi la conseguenza che se in un
triangolo 'angolo di due mediane (porzioni comprese fra i vertici e il
punto comune) & supplemento dell’angolo opposto, lo stesso avviene
per gli altri angoli, e il triangolo ¢ equilatero.

Si ha inoltre :

Dala una retta vi sono in generale sei triangoli isobaricen-
trici circoscritl di ciascun dei quali un verlice cada sulla rella
data.

I vertici situati sulla retta data sono i punti che la retta stessa
ha in comune colle tre ellissi sopra considerate.

Catania, ottobre 1889,

SEBASTIANO CATANIA.
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DIMOSTRAZIONE DELLA FORMOLA

CHE DA IL VOLUME D'UN TETRAEDRO IN FUNZIONE DEGLI SPIGOLI

Di un tetraedro sieno: B, B; B; una faccia triangolare ossia la
base d'area S, B,A =a la lunghezza della perpendicolare abbas-
sata dal vertice opposto ossia 1'altezza del tetraedro rispetto a quella
faccia, &y, by, bs i tre spigoli lati del triangolo base, hy, hs, ks gli
altri spigoli lati del triedro concorrenti nel vertice opposto alla base
considerata; diciamo inoltre con m,, ms, my le lunghezze delle con-
giungenti il piede A della perpendicolare coi vertici del triangolo
B, B; Bs che sono le proiezioni dei tre spigoli lati del triedro sul piano
di base.

I1 volume del tetraedro sara:
1

Per trovare 'espressione dell’altezza a@ del tetraedro in funzione
dei suoi spigoli scriviamo la nota relazione esistente fra i sei lati
di un tetragono piano () quale sarebbe nel nostro caso By By By 4,
ossia:

0 b dmil
b3 0 Bimil
[?] by b3 Omzl |=0.
mimim: 01
11110

Ed essendo pel teorema di Pitagora:
mi=hi —a’, mi=1»1} —a', mi=h; —a

eseguita la sostituzione nel determinante ed aggiungendo agli ele-
menti della 4* colonna quelli della 5* moltiplicati per a* e simul-

(*) Periodico di Matematica, 1886 - Lonria. Intorno ad alcune relazioni fra distanze. Pag. 88.
15
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taneamente agli elementi della 4* riga aggiungendovi quelli della 5*
moltiplicati pure per @, dalla relazione [2] si ottiene la relazione
unica esistente fra i sei spigoli ed un’altezza del tetraedro:

060y R 1
by 0 b hy 1
[3] B0 A1
BERL R 240 1
11110

Sviluppando questo determinante e liberando il termine a* dal
suo coefficiente avremo:

— 1105 - 13b5 —= by + hil (b + b5 - b3) 0 b3 b3 1
FISRE B+ B — )+ ata Ui+ bi—y | et 0t
wnn @i+ bi-o+agn@ien-o) T saton |
FILOL (B4 B - B) — B B B 1110

[4] =

Osserviamo che lo sviluppo del determinante simmetrico che
figura al denominatore & il seguente:

D = by + b3 + by — 2 (b3 b} + b5 by + 03 b))
= — (b1 + b3 + bs) (b1 + bz — bs) (bg + by — by) (hs + by — by)
=—16p(p—0)(P—bs) (D—05) =— 16 5"

Se diciamo colla lettera R la quantith in parentesi, ossia il
numeratore dell’espressione di a?, e per brevitd la ricordiamo col
nome di risullante del tetraedro, avremo:

at = R
— 168 "

Risalendo alla formula [1] si trova:

16 X a® §?

. Vg = _Q—XT ossia 144 V‘z = R.

Ed aggruppando i 22 termini contenuti nello sviluppo di R, fun-
zione omogenea del 6° grado degli spigoli del tetraedro, il volume
di questo si ricava dalla nota espressione (*) seguente:

(*) L. e. 1888. - Busso. Sul telraedro a facce uguali. Pag. 2,
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144 V? = b} A (b5 +hi+b5+hs — b3 — hY)+ b3 hg (b5 +h3+ b3+ hi—bs—h3)
+ b3 15 (B3 + h3+ b5+ h— b5 — hg)— (A3 hy by+hs hs b +1ig by b3+ 03 b3 bs).
L’applicazione della relazione [4] pud essere utile nella ricerca

di alcune proprieta del tetraedro di cui si hanno le dimostrazioni

in molti importanti lavori (’). '

Sassari, 8 maggio 1890.

Ing. GiusepPE DELITALA
Professore di Geometria pratica.

SULL’ EQUAZIONE v — y= CON « ED y INTERI E POSITIVI

Siano « e  due numeri disuguali interi e positivi dei quali «
sia il maggiore, che soddisfanno all’ equazione:

x¥ =y~
Sard identicamente:

donde, posto: =7r

=

B
Pl — =0 dwai: f —-=0

e percid, poiché » e B —! sono positivi e B & intero, sarh identi-

camente: r=g"~! dalla quale eguaglianza e dalla posizione fatta
si deduce:

1
¢=r"'l p=rr-l ( ).
Ora perché « a B siano interi, come & ipotesi, » deve essere

intero. Infatti se r fosse eguale ad una frazione irriducibile —= si

avrebbero di « e di B rispettivamente i valori:

(*) L. c. 1886. - Brsso. Sul tetraedro a facce uguall,
(**) EoLzro. Introd. 1L § 519,
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V(g_)", Vn(%l_)" nel caso di m > n
e
1 1

V (,,7,).,. l/ (%) nel caso di m < n

che non sono interi. Dovendo dunque r essere intero, non pud essere
che eguale a 2, e per conseguenza: .

¢=4,ﬂ=2

perché ogni altro valore intero di » dd per « e B valori non interi.
Infatti nelle serie dei valori di = e B per

r=323,4,,5.....,8,s+1,....

che sono respettivamente:

) VT, 4VE, 5V, 41 VitT,....

2 L L s
D vs, vi, ¥VE,...... Vs+l,....
mon s’incontra mai un intero; giacché se potesse essere:
Vs+1 =i
e quindi:
(1] r=s+1

con 7 intero ed s g 2, dovrebbe necessariamente essere ¢ > 1 e posto
i=1- h dovrebbe A essere intero e soddisfare alla condizione:

[?] h21
e la (1) diverrebbe:
[3] (14+Ary=s-+1.
Ora avendosi per la [2]:
l+hs2>1+s
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si dedurrebbe di qui per la [3]:
14+hs 2 (1 + h)y
ma questo risultato ¢ falso, perché si sa (*) che:
14+hs <(14h)y

s
dunque non si pud ammettere #’ s 1 intero.

Roma, 26 aprile 1890.
Uco DAINELLL

SULL’ UGUAGLIANZA o> = 1 CON a E b INTERI E POSITIVI

Nel primo fascicolo di quest’anno il Prof. Besso ha trattato la
stessa questione. Tuttavia ho creduto utile ritornarci sopra risolven-
dola in un modo alquanto piu elementare.

1. Consideriamo 1’ uguaglianza

(1] a+b=ab

dove a e b sono interi positivi, e vediamo per quali valori delle lettere
essa & vera. Poiché dividendo ambo i membri per a o per b, il primo
membro deve mantenersi intero, si riconosce che a e b devono essere
multipli 1'uno dell’altro; cid vuol dire che deve essere a = b. Indi-
chiamo con c il loro comune valore; dalla [1] si ha allora:2c=c?e
quindi ¢ = 2.

Pertanto 1" uguaglianza [1] ha luogo solo pel valore 2 di a e b.
Per ogni altra coppia di valori per @ e b non inferiori a 2, né entrambi
uguali a 2, si ha:

a+b<ad

ciod: La somma di due numeri interi e positivi non inferioria 2 né

(*) Vedi qualunque Algebra, p. es. quella del BERTRAND trad. BeTTI, pag. 297.
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enlrambi uguali a 2, é minore del loro prodotto. Infatti, uguale non
puo essere, né maggiore giacche, supposto a > b, se &

a+b>ab
si ha dividendo per a:

14— >

b . v . g .
ma— < 1, quindi sarebbe & < 2 contro I'ipotesi di @ e b entrambi
non inferiori a 2.

2. La somma di tre numeri tnteri e positivi non inferiori a 2
& minore del loro prodotto.

Siano infatti a;, ag, ag tre di tali numeri e poniamo p =a, a,;
dovri essere p > 2 perché a; ed ag sono entrambi non inferiori a 2.
Sara quindi, per 1’ articolo precedente

p+ay<pas
Ma p > a, =+ a3, quindi sard in ogni caso
a, + ag + a3 < a; az as.

Ammettiamo ora che per valori di ay, ay,. ..a,, interi e positivi,
non inferiori a 2, si abbia
[2] a+ag+..... +a, L ya,..... An.

Posto p=a, a;. ... a,, si vede che deve essere p > 2 perché ciascuna
a non pud essere minore di 2. Indicando pertanto con a, ., un numero
intero e positivo non inferiore a 2, si avrd sempre

pta,, <Py

Ma per la [2] &€ p o> ay+ag—+..... =+ a, quindi a fortiori
sard:

Poiché la [2] & vera per il caso di tre termini, essa & vera in
generale. Si ha quindi che: L’ uguaglianza:

in cui le lettere rappiesentano interi positivi non inferiori a 2,
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& vera soltanto per n =2, cioé nel caso di due numeri, ciascuno
dei quali ha allora (per U articolo precedente) il valore 2.
Posto @, = a3 =... =a,=a siricava che: L’uguaglianza:

an=a"

con a non inferiore a 2 ed n > 1, non pud verificarsi che nel
caso di a=n=2.

3. L’ uguaglianza
[3] a® ="

con a e b interi e positivi, ha luogo soltanlo quando wuno dei
numeri & uguale a 2 e Ualtro a 4.

Supponiamo @ > b ed indichiamo con p un divisore primo di a;
esso dovra essere, per la [3], divisore anche di . Quindi se « e
B sono gli esponenti coi quali il divisore p entra in a e b rispetti-
vamente, dovrd aversi

A eb=2fa
sempre per la [3]. Ma a > b, quindi sarh « > B. Segue da cid
che @ & multiplo di &, perché contiene tutti i divisori primi di &
con esponenti rispettivamente maggiori. Poniamo adunque

(4] a = bq.
Sostituendo nella [3] si ottiene
(bg) = b1,
ciod [5] bqg = b
Ora b non pud essere inferiore a 2, perché allora la t3] non
si verifica, ne ¢ = 1, perch¢ altrimenti sarebbe a = b, contro

I’ipotesi di @ > b. Per cui (per il n.° precedente), 1' uguaglianza [5]
non pud verificarsi se non &

b=q=2
e quindi in tal caso dalla [4] si ricava

a=—4.
Pror. Luict CARLINI.
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DEI CIRCOLI CIRCOSCRITTI AI TRIANGOLI

FORMATI DA 72 RETTE POSTE IN UN PIANO

§ 1. In quel che segue supporremo sempre che tutti gli angoli,
posti in uno stesso piano, siano descritti con rotazioni dello stesso
senso e considereremo come eguali due angoli che differiscano per
un multiplo di 360° (*); indicheremo poi

con (ab) I'angolo formato dalle due rette @ e b (siccome la
direzione dei lati dell’angolo in seguito non sarad determinata, que-
sta notazione indicherd due diversi angoli, differenti di 180°, ma
questa ambiguitd non avrd nessuna influenza, perché dell’ angolo
(a d) noi considereremo sempre il doppio),

con (A CB) I'angolo formato dal segmento di retta determi-
nato dai due punti A e C col segmento di retta determinato dai
due punti C e B.

Derivano immediatamente le seguenti conseguenze:

I) se C ¢ il punto d'intersezione di due rette a e b, se inoltre
A & un altro punto della retta @ ¢ B un altro punto della retta
b, si ha sempre

2 (ab) =2 (ACB),

II) se A'C e B'C sono due segmenti di retta rispettiva-
mente perpendicolari agli altri due segmenti AC e BC, si ha sempre

2(A'C B) = 2(ACB),

III) condizione necessaria e sufficiente affinché ire punti A4,
B, C, in ordine non determinato, siano sopra una retta & che si
abbia

2(ABC) =0,

(") Cfr. BALTZER - I'lanimetria, § 2, 4.
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IV) condizione necessaria e sufficiente affinché quattro punti
A, B, C, D, in ordine non determinato, siano sopra una circonfe-
renza & che si abbia (°)

2 (ACB) = 2(ADB).

§ 2. Qualtro relle poste in un piano, prese a Ire a ire, deter-
minano qualtro iriangoli: le quallro circonferenze circoscrille
a questi lriangoli

1) passano per un punto.
II) hanno i loro ceniri sopra un’altra circonferenza ().

Prima di tutto stabiliamo d’indicare

con ay, as as a, le quattro rette,

con p, q, r, s i quattro numeri 1, 2, 3, 4 in qualunque ordine,

con Cy . il punto d’intersezione delle due rette, che restano,
quando si escludano le due rette a, e a, ("),

con Cy il centro della circonferenza circoscritta al triangolo
che resta, quando si escluda la retta a, '

con P* il punto pel quale devono passare le quattro circon-
ferenze Ci, C3, C3, Ci,

con C* il centro della circonferenza sulla quale si debbono
trovare i centri di queste quattro circonferenze;
ed osserviamo che si avrd sempre

... ....2(C,C,Ch)=2a,a,),

perché C}, & 1'intersezione delle due rette a, ed a, e i punti Cp,
e C;,, si trovano rispettivamente sulla prima e sulla seconda di
queste rette (§ 1, I).
Cid preposto passiamo a dimostrare separatamente la I e la II
parte del teorema enunciato.
I) condizione necessaria e sufficiente affinché le quattro cir-
conferenze passino pel punto P*'é& che si abbia (§ 1, IV)

(*) Cfr. BaLTzER - 1. ¢. § 4,3

(**) Questo teorema & dovuto allo STEINER, il quale ne propose la dimostrazione nel T. XVIII
(pag. 302) degli Annales des Mathcmatiques. Della prima parte si varie di trazioni (Cfr.
Bartzze - L c. § 4, T — MIQUEL - Journal des Mathématigues, T. III pag. 485); ma la dimostra-
zlone qui esposta offre il vantaggio dl poter essere estesa al casl che considereremo in seguito.

(***) La scelta di questa notazione, che In quesio primo caso rende un poco pid laboriosa la
esposizione, sara glustificata da quel che segue.

16
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R]....... 2(C,, P' Cy,) =2(C;,, Cr,, Cy),

la quale, per la [1], equivale all’altra
Bl....... 2(Cy,, P C;,) =2 (a,ap).

Consideriamo due qualunque di quelle quattro circonferenze, per
es. Cie Cy: queste hanno in comune il punto Cj 5 e un altro punto,
ma le altre due circonferenze C3 e C; non passano, in generale, per

1,3 dunque quest’altro punto dev’essere P*; quindi, per dimostrare
quanto ci siamo proposto, potremo supporre vera la [3] quando ad
s si attribuiscano i valori 1 e 2, e far vedere che essa ¢ vera anche
quando a questa lettera si attribuiscano i valori 3 e 4. Bastera limi-
tarsi al primo di questi valori, perché un ragionamento analogo
varrd per I'altro; inoltre, posto s =3, basterd dimostrare che la
[3] & vera quando a p e a ¢ si attribuiscano ordinatamente i valori
1 e 2, ossia che si ha

[4] ......... 2 (C:'s P C;’s) =2 (ag al)
perch® allora sard pure, per la [1],
2 (Cls P! Gs5) =2 (Cs Gs,4 Gi,)s

cio¢ il punto P! assieme ai tre punti Cis G35 C3,( sard sulla cir-
conferenza C3 e quindi la [2], e per conseguenza la [3], sard vera
anche quando alle lettere p e ¢ si attribuiscano due qualunque dei
tre valori 1, 2 e 4.

Osserviamo percid che la [4] equivale all’altra

2 (C:,s P Cys) + 2 (Cl‘.S p Cé,s) = 2 (ag ay);
ora, essendo i quattro punti Cj s Cis Ci . P*' tutti sulla circonfe-
renza Cj, si ha
2 (C:,s P‘ C:’g) = 2 (C:'g Cl‘,4 C;yg),

e analogamente

2 (C:,a r! Cé, s) =2 (C:,z C;:,A C;, s),

dunque dovra essere

2 (C:,s C:,A :,2) + 2 (015 Cs,4 2,3) = 2 (22 ay).
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Ma, per la [1], si ha
2( 1‘,3 {.4 C:,s) = 2 (a3 as) 2( x‘,s‘ ;,4 C;,a) = 2 (a5 ay),
onde 1'eguaglianza da dimostrare si trasforma nell’altra

2 (a, 03) + 2 (a, a,) =2 (at al)’

<

la quale ¢ evidente.

IT) Si consideri 1’angolo (Cj C; Cy), siccome il segmento Cj, P*
¢ la corda comune delle due circonferenze Cj e C;, ¢ il segmento
C;,+ P' & la corda comune delle due circonferenze Cy, C;, si avra

(§1,1
2 (G Ci C) =2 (Chu P C,)

e quindi per la [3]
5] I 2 (Gy C, C)) = 2 (a, ay).

Questa eguaglianza dimostra la seconda parte del teorema, per-
ché per essa si avrd

2 (C} C: Cl) =2 (C} C €Y.

§ 3. Dopo avere stabilite notazioni analoghe a quelle del § prec. e
con analogo ragionamento si dimostra facilmente quest’ altro teorema:
Cingue relte poste in un piano, prése a qualtlro a quatlro,
delerminano pel teorema precedente cinque circonferenze: queste
cinque circonferenze
I) passano per un punio,
I) hanno i loro centri sopra un’allra circonferenza.
Vogliamo ora dimostrare ché si ha il teorema generale
n rette poste in un piano, prese a n — 1 a n — 1, deter-
minano col procedimento precedenle n circonferenze: quesie n
circonferenze

I) passano per un punto,

II) hanno i loro centri sopra un’alira circonferenza.

Ci serviremo del metodo d’induzione. Percid, stabilito d’indicare
con a; @s, ..... Ay, @, le n rette, '
con p, ¢ 7 ......v inumeri 1, 2,3, .....n — 1 presi in

qualunque ordine,
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con p,q, ¥ co.... w inumeri 1,2, 3, ..... n presi pure in
ordine qualunque,

con C;7' il centro della circonferenza determinata col proce-
dimento precedente dalle » — 3 rette che restano, quando dalle
n—1 rette @y, as, ...... @,_; si escludano le due rette a, ed a,
(nel caso di =25 questo punto & I'intersezione di due rette),

con C;~" il centro della circonferenza determinata nello stesso
modo dalle » — 2 rette che restano quando dalle stesse n — 1
rette si escluda la retta a, solamente,
ammetteremo che si abbiano le due uguaglianze

6]..... 2 (2P Crh =2 (3 €7 C23)  (Cf. 1a [2]),
[7..... 2 (G € CY) = 2 (a, a) (Cfr. 1a [5]),

dalle quali risulta dimostrato il nostro teorema per » — 1 rette
(P! indica il punto pel quale passano le # — 1 circonferenze), e
faremo vedere come, stabilite notazioni analoghe alle precedenti, da
queste derivino necessariamente le altre due

8. .. ... 2 (Chu P Ch) =2 (G Cu C0)
o] ...... 2(r CrCrY=2(q,0,),

che dimostrano appunto il nostro teorema per = rette.
Premettiamo che nella nostra ipotesi si avrd sempre

[10]. ...... 2 (CowCruChp) =2 (a,a) (Cfr. 1a [1]),

perché, se dalle n rette a,, a,, .... a, si esclude la retta a,, re-
stano le n — 1 rette a, a,, ..... a, e allora si vede che questa
[10] non & altro che la [7] scritta sotto altra forma; in forza di
questa [10] la [8] equivale all’altra

[1]........ 2(Cr ., P Ch o) =2 (a, ay) (Cfr. la [3]).

I) Cid posto cominciamo dal dimostrare la [11]. Consideriamo
percio due qualunque delle n circonferenze Cy, Cg, .... Cy, p. es.
C:, Cg, la prima delle quali (per quanto si ¢ ammesso) passa per
gli n — 1 punti C7y, Ci5, (T4, .... Cf , € la seconda per gli n —1
punti C7s, (35, C3¢v -... (3, queste due circonferenze hanno in
comune il punto (7, e un altro punto, ma le altre n — 2 circon-
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ferenze Cs, C, ..... C: non passano in generale per C7, dunque
quest’altro punto deve essere P"; quindi, per dimostrare quanto ci
siamo proposto, potremo supporre vera la [11] quando a w si attri-
buiscano i valori 1 e 2 e far vedere che essa ¢ vera anche quando
a questa lettera si attribuiscano i valori 3, 4, .... n. Basterd, come
precedentemente, limitarsi al primo di questi valori, perch¢ un ra-
gionamento analogo varrd per gli altri # — 3; inoltre, posto w = 3,
basterd dimostrare che la [11] & vera quando a p e a g si attribui-
scano ordinatamente i valori 1 e 2, ossia che si ha
[12] ........ 2(0{"3 Pt (/?’3)=2(a2 al),
perché allora sard pure, per la [10],

2(Cis P*C35)=2(C13 G5, C3s), (r=4,5,....n),

cioé il punto P" assieme agli n» — 1 punti (5, (r=4,5.....7)
sard sulla circonferenza C3, e quindi la [8], e per conseguenza la
[11], sard vera anche quando alle lettere p e ¢ si attribuiscano due
qualunque degli n — 1 valori 1,2,4,5,.....n.
Osserviamo percio che la [12] equivale all’altra
2 (Cr’s P ;:g)-l- 2 (Ci"g P C;,S) =2 (ag a,),
ora, essendo i quattro punti Cis, Cis, C74, P* sulla circonferenza
Ct, si ha
2 (Cis P Cf5) = 2 (Cis Cia (L),
e analogamente
2 (C;:g P C;,s) =2 (C»” C;’.; C;:a),
dunque dovrd essere
2 (Cis Ciu Cls) T2 (Cls Giu Gg) = 2 (a3 @).
Ma per la [10] si ha
2 (C;’,s Ci',; q:) =2 (as as)» 2 (Cf,z C;,4 C?,s) =2 (as al)»
onde I’eguaglianza da dimostrarsi anche qui si trasforma nell’altra
2 (ag a5) + 2 (as a)) = 2 (az @),
che & evidente.



— 126 —

II) Passiamo a dimostrare la [9]. Siccome il segmento C; , P*
¢ la corda comune alle due circonferenze C; e Cy e il segmento
(3w P & 1a corda comune alle due circonferenze C; e Cy, si ha subito

2 (C3 €2 C) =2 (Cho P" €

»

da questa e dalla [11] risulta immediatamente la [9] in questione.

§ 4. Dietro le considerazioni precedenti si conclude che

n relle poste in un piano (supposto n > 4) delerminano

generalmente un punto e una circonferensa,
punto e circonferenza che si trovano col procedimento indicato.

Le considerazioni del Crirrorp (%), che hanno per punto di par-
tenza la sola prima parte del teorema del § 2, conducono invece
a questa conclusione:

n relte poste in un piano delerminano un punlo, se n é

pari, e una circonferenza, se n é dispari,
punto e circonferenza che, tolto il caso di » =4, si determinano
con un procedimento diverso dal nostro.

§ 5. Termineremo col dimostrare anche il seguente teorema:

La circonferenza delerminala da quallro retle, passa pel
punto determinalo dalle stesse quattro retie;
questo teorema, pure dovuto allo SteINER (l. c. al § 2), si verifica
solo in questo caso, ossia

la circonfeirenza delerminala da piw di quallro relte non
passa, in gencrale, pel punto determinato dalle stesse retle.

Affinché la circonferenza C™ passi pel punto PI* & condizione
necessaria e sufficiente che si abbia

2 (2 €2 P =2 (C3 C P,

Ora: (3, P" ¢ la corda comune alle due circonferenze Cy e Cj
quindi
R (GGG P)= (G, G P),

ma i punti Cp, Cy, P* sono tutti sulla circonferenza Cj quindi
anche
(G0 G P)=2(G;, (7, D),

(*) Cfr. Il senso comune nelle Scicnze Esatte - Ed. Dumolard, Milano.
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per cui :
vz(C;C” )_'2(p,10;,rpﬂ)
e analogamente :
2(C; Cr Py =2(C3, Cy, P,

Dietro queste due uguaglianze la condizione precedente si trasforma
nell’ altra

2 (G Cpr PT)=2(C,, Cq, P7),
ossia

2(Gpq Cppr P42 (P (5, Cp,)) =0,

2

ossia
2 (G Cpr C) =0,

Questa condizione & certamente verificata per n = 4, perch¢ allora i
punti C; , C; ., Cp,, sono tutti sulla retta a, (§ 1, II). Resta a dimo-
strarsi che essa non pud, in generale, essere verificata per n > 4.

Dopo avere, al solito, convenuto di indicare con Cp , , il centro
della circonferenza determinata dalle n — 3 rette, che restano,
quando si escludano le rette a, a, a, e con Py il punto determi-
nato dalle n — 1 rette, che restano, quando si escluda la retta a,,
si osservi che, essendo Cj,,P; la corda comune alle due circon-
ferenze C;, e C3,, e Cp,, Py la corda comune alle due circon-
ferenze Cj, e Cgp,, sard

R(Gqe Cor G ) =2 (P Cyo,p PY)
e che quindi la condizione da verificarsi diventa
2 (P Cpyr P7)=0.

Ma questa, in generale, non & vera perché i tre punti Py, G, ., Py
sono sulla circonferenza Cj, e quindi, in generale, non sono in
linea retta, onde anche la seconda parte del teorema ¢ dimostrata.:

GiuserpE PEscI.
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TEMI DI MATEMATICA

PER LA LICHNZA DISTITUTO THCONICO
NELLA SEZIONE FISICO-MATEMATICA (*)

Estate 1890, I). — Un cilindro e un tronco di cono hanno a
comune una base e l'allezza, e il rapporto dei loro volumi & il

numero a. Trovare il rapporio dei raggi delle due basi del lronco
di cono e disculere il risultato.

Chiamando R, r i raggi delle basi del tronco, e supponendo che
la base comune ai due solidi sia quella di raggio R, 1'equazione a cui
da luogo il problema &

=5 (B +r+ R,
la quale, ponendo »: R —¢p, si trasforma nella seguente

a*+ap+a—3=0.
Si ha dunque

_ —a+p12a—3a __ 1 l/s 3 1
F= 7a ==z tVo—¢ [

Poiché p & quantitd di sua natura positiva, non solo devesi pren-
dere, come si & fatto, il segno -+ pel radicale, ma conviene inoltre
che a sia tale che si abbia 12a — 3a® > @, ossia a < 3; cosi
a pud assumere qualunque valor positivo da 0 a 3. Per a =1 segue,
per I'ultimo membro della [1], p=1 e per a > 1 si ha p<le
viceversa, cosi per a>1 & r <R ci0o che viene a supporre il ci-
lindro eretto sulla base maggiore del tronco, mentre per a<1 &
r> R ed il cilindro ha per base la base minore del tronco. Final-
mente per a =3 si ha ¢ =0, quindi » =0 (escludendo R = ):
la base superiore del tronco si riduce cosi ad un punto.

(%). I lettore potra notare che 1 due primi temi che seguono sono quelli assegnati per la -
cenza nella sessione d'esami testé chiusa. Dolbiamo pof 1'enunciato d«gli altri quesiti alla cortesia
del Ch.mo Prof. M. Misani, preside del R. Istituto tecnico di Udine, al quale siamo lletidi poter
rendere pubbliche grazie.
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EstaTE 1890, II). — Un cono cavo contiene n sfere collocate
U'una sopra Ualtra, in modq che ciascuna sfera tocca la sfera
che le sta sotlo, quella che le sla sopra e la superficie inlerna
del cono. Conoscendo il raggio della sfera suprema e la distanza
del suo centro dal vertice del cono, trovare il raggio e la distanza
analoga per un’allra qualunque delle sfere; e dimostrare che
i raggi delle sfere formano una progressione geometrica; che le
dislanze dei ceniri dal vertice formano un’allra progressione
geometrica e che le due progressioni hanno la stessa ragione.

Siano: r, il raggio della sfera suprema, a, la distanza del suo
centro dal vertice del cono; r, ed a, gli analoghi elementi per la
Al
n'™ sfera. E chiaro che si avrd
r,—rir—a—a,:a
e per essere a, — a,=r,}r,,

a1+rl
a —n

r,—r,.

. r . .
Dalla relazione a,— — - a,, si ricava poi
8

a1+r.
[I,,=(ll.—-al _——rl.
Similmente deducesi
e
— ay + 7
,—r a;+7p T T — a +r |\
A T T Y
o 2
a|+r, 3 L al+rl n—1
=N = " ="\a—n
e
ay + 7, a;+r |2 a, +r \n—1
a3=a,—2 —’=al(———'),_,,, a,=a, |[——- .
ag =7 a—n a—n

Dai valori ottenuti per r, ed a,, che rispondono al quesito, segue
poi che i raggi delle sfere formano una progressione geometrica, che
le distanze dei centri dal vertice del cono formano un’altra progres-

sione geometrica e che le due progressioni hanno la stessa ragione
a; “+r
a —n )

17
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Estate 1889, 1. — E data la somma a di tre numeri X, y,
in progressione arilmetica ed & dato il loro prodotio b; trovare
questi numeri e discutere i risullati.

Risposta. I numeri cercati sono

a—Va—3—27b e, l/av—zw
$—’§'+ T 9a ) y—3! Y —_—

Il problema ha due soluzioni che conducono agli stessi numeri,
salvo il loro ordine. I numeri cercati sono reali se a® 2 27b, im-

maginari nel caso contrario. Essendo poi —g_—— =5 — 3—
si vede che a e b possono avere qualunque segno, senza che percid
il problema sia impossibile, mentre se @ e b hanno segni contrari i
numeri cercati sono sempre reali.

Estate 1871, a@). — Dimostrare la relasione trigonomelrica

b b
sena - sen b —sen(a+b)=4sen%sen§ sen 0-2'_ .

Dalle formule

a+b a="b a+b at+bd
sena + sen b =2 sen —5— cos ——, sen (@ + b) =2 sen T cos ——
si ha subito
a+b —b a+b
sena + senb — sen (@ + b) = 2 sen —; cos—“—z———cos 3
— 4sen a b o & +
= 5 Sen 5 sen —o—.
(Continua). A. LuGLr

ALCUNI TEMI DI MATEMATICA

PROPOSTI PER LA LICHNZA LICHALH (%)

1. Dati i quadrati ¢, ¢, ¢; delle bisettrici degli angoli d'un trian-
golo e i rettangoli », 7,7, dei segmenti in cui ciascun lato ¢ diviso
dalla bisettrice dell’angolo opposto, calcolare la lunghezza dei tre lati
e dimostrare che in ogni triangolo rettangolo, la somma del quadrato

(*) La redazione ringrazia quel Signori Presidi e Insegnantl che ebbero la gentilezga di co-
municarle 1 temi che sozjuono.
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della bisettrice dell’angolo retto, col rettangolo dei segmenti in cui
l'ipotenusa resta divisa & doppia dell’area del triangolo.

2. Valendosi della nota proprietd delle radici dell’equazione di
secondo grado, si dimostri che la somma ed il prodotto delle radici
dell’equazione

g —p(l—gaz+¢=0
sono rispettivamente la somma delle radici delle equazioni:

x4 px + q= 0
gt —pxr+1=0
e il prodotto delle radici di questa, per le terze potenze delle radici
dell’altra.

3. Se da un punto di un cerchio si calano le perpendicolari su
due tangenti che si tagliano e la perpendicolare sulla retta che passa
per i punti di contatto, questa terza perpendicolare & media propor-
zionale tra le altre due.

4. T centri delle faccie d'un cubo, son vertici d'un ottaedro re-
golare, e viceversa i piani condotti per due vertici opposti d'un ot-
taedro e paralleli al piano degli altri quattro vertici, sono facce di
un cubo. .

Un cubo ¢ equivalente a sei volte 1'ottaedro regolare avente per
vertici 1 centri delle facce di esso.
(B. Liceo di Benevento).

1. Descrivere con raggio dato un circolo tangente ad una retta
e a una circonferenza data.

2. Costruire un triangolo conoscendosi un lato, un angolo ed
un’ altezza.

3. Un corriere percorre nel tempo ¢ e colla velocitd costante v
il perimetro di un triangolo rettangolo di cui si conosce l'ipotenusa,
calcolare i cateti.

4. Segare una sfera con un piano tale che 'area del circolo mas-
simo sia media proporzionale fra le calotte determinate dal piano.

(B. Liceo di Brescia).

1. Dimostrare che prolungando i lati A B e C D di un rettan-
golo dato A B C' D, di una medesima lunghezza x ed i lati B C e
D A di una medesima lunghezza ¥, si ottengono quattro punti che
sono vertici di un parallelogrammo, e determinare la relazione che
deve esistere fra x e y percht il parallelogrammo diventi una losanga.
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2. Determinare il numero dei termini di una progressione arit-
metica, nella quale il primo termine vale 10, la ragione 5 e la somma
dei termini 175.

(B. Liceo di Casale Monferrato).

1. Inscrivere in un quadrato dato un quadrato, il cui lato sia
eguale ed un dato segmento.

Il candidato pud risolvere il problema anche con l'aiuto dell’al-
gebra, e ricavare dal risultato ottenuto una costruzione geometrica.

(R. Liceo di Ferrara).

1, Un numero & formato di 3 cifre che sono in progressione geo-
metrica. La somma delle cifre & 183 e se al numero si aggiunge 792
si ottiene il numero scritto con le stesse cifre, ma schierate nell’or-
dine inverso,

2. Data l'equazione:

@ — pxr+46=0,
si determini p in modo che sia
x4 ot = 24.

3. Essendo R il raggio di nna sfera, calcolare 1'altezza x di un cono
la cui base ¢ un parallelo della sfera, il vertice & il centro della sfera
e la superficie laterale la decima parte della superficie della sfera.

4. Tagliare una sfera con due piani paralleli ed egualmente lon-
tani dal centro della sfera in modo, che la somma delle aree delle
due sezioni sia uguale all’area della zona compresa fra i due piani.

(2. Liceo di Foggia).

1. Quali valori bisogna attribuire ad a, b, ¢ percht si abbia
identicamente :

(@+d)*+(@a+c)e+¥+c=(m—38)*+2x+a’
essendo m un numero dato?

2, Se 4, B, C sono i punti nei quali un piano arbitrario taglia
rispettivamente i tre spigoli di un angolo triedro trirettangolo di ver—
tice S, ed S ha O per proiezione nel piano 4 B C, il triangolo A S B
& medio proporzionale fra i triangoli 4 B C ed O 4 B,

(B. Liceo di Lucca).
1. In un cerchio dato si inscriva un quadrangolo convesso e tale

che due lati opposti siano uguali a due segmenti dati e che i lati rima-
nenti siano proporzionali a due altri segmenti dati,
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2. Due punti partono in uno stesso istante dal vertice di un angolo
retto e ne percorrono i lati con moto uniforme e con le velocitd rispet—
tive di @ metri e b metri al minuto secondo. '

Si dimostri che le distanze dei due punti dopo uno, due, tre, quat-
tro. . . . secondi formano una progressione per differenza e si calcoh la
somma dei primi » termini di questa progressione.

(8. Liceo dv Mondovi).

1. Se si inscrive in un triangolo equilatero di lato @ un circolo:
in questo circolo un triangolo equilatero, in questo triangolo di nuovo
un circolo e cosi di seguito indefinitamente, si domanda qual’ ¢ la
somma dei perimetri di tutti i triangoli descritti, escluso quello del
triangolo dato.

2. Le altezze di un triangolo sono le bisettrici degli angoli del
triangolo che ha per vertici i piedi delle altezze stesse.

(B. Liceo di Novara).

1. Costruire un cerchio che passi per due punti dati e tocchi una
retta data.

2. Dato un cerchio di centro O, se si denotano con A e B i punti
d’intersezione di una tangente qualunque con due tangenti parallele
fisse, dimostrare che 'angolo 4 O B & retto.

3. Di 20 termini consecutivi di una progressione aritmetica, si co-
nosce la somma dei termini di posto dispari e la somma dei termini di
posto pari. Determinare la progressione.

4. Calcolare il volume di una piramide di altezza h, sapendo che
la base ¢ un decagono regolare di lato uguale ad a.

(RB. Liceo G. Garibaldi di Palermo).

1. I segmenti che uniscono il punto di mezzo di un lato d'un triangolo
con le proiezioni degli estremi di esso lato sulla bisettrice dell’ angolo
opposto sono uguali alla semidifferenza degli altri due lati del triangolo
e comprendono un angolo uguale alla somma degli altri due del triangolo.

2. Costruire un parallelogrammo che abbia un angolo e le distanze
dei lati adiacenti dal punto d’incontro delle diagonali eguali, rispetti-
vamente, ad un angolo e a due segmenti dati.

3. La superficie d’un rettangolo ¢ uguale alla m™ parte del qua-
drato della diagonale ed il perimetro del rettangelo & di m. a: calcolare i
lati del rettangolo.

4, La superficie totale di un cono & equivalente a quella d’una sfera
che ha il raggio di m. a e la somma del lato col diametro della base &
m. b, Calcolare lato e raggio della base del cono.

(B. Liceo V., E. di Palermo).
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1. Per un estremo A di un diametro 4 B di un cerchio dato, con~
durre una secante A C D tale che la porzione C D di essa, che & com-
presa fra il secondo punto €' in cui essa taglia la circonferenza ed il
punto D in cui essa taglia la tangente in B, sia uguale alla corda B C.

2. Se in un triangolo isoscele A B C, avente il vertice in 4, si
conducono le tre altezze A D, B E, C F), le quali s'incontrano in K, la
retta D F sard tangente alla circonferenza circoscritta al quadrilatero
AFKE.

3. In un cerchio dato si inscrive un quadrato, in questo si inscrive
un cerchio, in quest’ultimo un quadrato, e cosi di seguito. Dimostrare
che le aree di questi cerchi formano una serie geometrica, e trovare la
somma di questa serie.

4. Trovare due numeri, sapendo che la loro somma, il loro prodotto
e la differenza dei loro quadrati sono tre numeri uguali.

(&. Liceo di Pavia).

1. Di un triangolo rettangolo si conosce 1'area a® e il raggio r del
cerchio inscritto. Calcolare i lati.

2. Costruire un triangolo, dato un angolo, 1'altezza che parte dal
suo vertice e una delle altre due.

(R. Liceo di Pesaro).

1. Data l'equazione:

Vz—a+ ]/.av—l_) Vx_.a

Ve—a— Yz—0b
calcolare, senza risolverla, la somma e la differenza delle terze potenze
delle radici, e cercare di qual numero bisogna aumentare le radici af-
finch¢ l'equazione che ha le medesime radici della data aumentate del
detto numero, manchi del secondo termine,

2. Dimostrare algebricamente che 1'area di un triangolo rettangolo
eguaglia il semiperimetro moltiplicato per il semiperimetro diminuito
dell’ipotenusa ; e dedurre la risoluzione del problema seguente: Calco-
lare le lunghezze dei lati di un triangolo rettangolo conoscendo 1'area
ed il perimetro.

x— b

3. Costruire sopra una data base un triangolo isoscele che abbia
gli angoli alla base doppi dell’angolo al vertice, e calcolare le altezze
del detto triangolo in funzione della base data.

4. Per un punto situato nel piano di un angolo condurre una tras-
versale tale che il rettangolo dei segmenti di questa retta, intercetti tra
il punto dato e i lati dell’angolo, sia equivalente ad un quadrato dato.

(L. Liceo di Salerno).
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1. Se le basi e le altezze di due piramidi rette sono uguali, saranno
rispettivamente uguali anche le facce laterali; e, se queste sono simil-
mente disposte, saranno eguali anche le piramidi.

2. Dividere un dato segmento di retta in due parti tali che il qua-
drato di una sia il doppio del quadrato dell’altra.

3. Calcolare i lati d'un triangolo rettangolo conoscendo il perimetro
p e larea 4. :

4, Cercare le relazioni che devono sussistere fra i coefficienti 4,
B, C, D dell’equazione: -

Ae+ By+ Cz+ D=0,

percht questa sia soddisfatta da tutte le terne di valori di «, y, 2z che
verificano le equazioni

x=mz+a,y=nz—+b.
(R. Liceo di Senigallia).

1. Dimostrare che la differenza dei quadrati descritti sopra due lati
di un triangolo qualunque, & ugnale alla differenza dei quadrati dei
segmenti del terzo lato, determinati dalla perpendicolare abbassata su
di esso dal vertice dell’angolo opposto.

2. Descrivere una circonferenza che passi per due punti dati ed
abbia il centro in una retta data.

3. Il quadrato del maggiore di tre numeri interi consecutivi egua-
glia la somma dei quadrati degli altri due numeri. Trovare i tre numeri.

4. Le differenze fra 1’ipotenusa e i cateti di un triangolo rettan-

golo sono 3 e 6. Calcolare i lati.
(R. Liceo di Taranto).

— TR T

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
a), ¢), 49, 51, 52, 56°, 57", 58", 59, 60, 61, 62" e 63".

a). Se i ragygi dei circoli inscritti nelle quattro facce d’'un tetraedro sono
fra loro eguali, é necessario che le facce stesse siano fia loro egquali?
(D. Besso).

Soluzione del Prof. F. Palatini.
Siano due triangoli isosceli coi lati eguali misurati dal numero a, e siano
b e by le misure delle loro basi. Se i raggi dei circoli inscritti nei due trian-
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goli sono eguali fra loro ha luogo l'eguaglianza

BRa—b) _ W(2a—1b)
T 2a4+b  2a+4+b
e reciprocamente.
Ora quest'ecguaglianza non & soddisfatta soltanto da & = b, ma anche,

posto

b= 2ax ’ n
da
1l —a224 (1 —a?) (1 —a2+ 42)
bh=a 14+ 2]

la quale quantitd & sempre reale e positiva e minore di 2a, per essere
0<x< 1.

La condizione necessaria e sufficiente per 1'esistenza d'un tetraedro con uno
spigolo eguale a b, lo spigolo opposto eguale a &y, e gli altri quattro spigoli
eguali ad a, é data dalla disuguaglianza

¥4+ —4a ¢ 0

la quale & soddisfatta dai valori [1], [2]. Da cid si conclude I'esistenza d'un
tetraedro nel quale sono eguali i circoli inscritti nelle quattro facce, sebbene
queste non siano fra loro eguali.

C). Fra quali limiti devono essere compresi gli angoli di un triangolo af-
finché si possa costruire un triangolo colle distanze del centro del circolo cir-
coscritto ai tre lati?

Soluzione del Prof. F. Viaggi ().

Sieno «, B, v gli angoli di un triangolo A B C: suppongo « costante e
variabili gli altri due, e inoltre B > y. Le distanze del centro ai tre lati sono
proporzionali a - cosa, + cosf, cosy (va scclto — cosx o — cosf, se « o
B & ottuso). Chiamando s la somma delle distanze del centro dai lati AB, AC,
e d la loro differenza, le condizioni affinché il problema sia possibile sono le
scguenti: 1%, la distanza del centro dal lato B C sia minore di s; 2° sia mag-
giore di d.

In una circonferenza di raggio 1 prendo un segmento B M C capace del-
I'angolo «, e sia M il punto medio dell'arco; facendo percorrere ad A I'arco M B,
avrd tutti i triangoli, a uno dei quali é uguale o simile un qualunque trian-
golo avente un angolo eguale ad «.

Sia « > 90°.

Mentre A va da M a B, la funzione

o —
s=cosﬁ+cos-{=2sen—2—cos B 2 Y

(*) Altre soluzioni pervennero dal Prof. S. Gatti, F. Palatini,
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decresce da 288!1—;- ad 1 — cos a; e poiché ¢ — cosa <1 —cosa, la 1t

condizione & sempre soddisfatta. La funzione

d = cos —cos[3=2cos—a—sen B—v
T 2 2

cresce da 0 ad 1 4 cos«: percid
se —cosa > |+ cosc, ossiase « > 120",
anche la 2" condizione & soddisfatta, quindi il problema & possibile sempre;

se —cosa < 1+ cosa, ossia se o« < 120°
esisterd una ed una sola posizione di A4 per cui sard
—cosax=d

e per tutte le posizioni intermedie tra quella ed M sara il problema possibile.
Ora i valori di cos y e — cos B, che rispondono alla precedente cquazione, sono
le radici della quadratica

2(1 4 cosa) 22 4+ 2 (1 +cosa)cosa . x4+ (2cos2a — 1) = 0

4
le quali sono reali, perché per ipotesi sen ~°2t— < ———123 < l/_-"_’ e di segni
4

contrari; e quindi la positiva va presa per valore di cosy ¢ la negativa per
quello di — cos B: e le limitazioni, che cerchiamo, sono adunque le seguenti:

3 1 * )
sen —- gcosy < 7(—cosa+tang? l/3—4sen4-%)

o 1 o
sen;Zcosﬂ) ?( cosa+tang§ l/3_4sc,,4_;_).

Sia & = 90°.
Il problema & evidentemente impossibile.
Sia a < 90°.

In questa ipotesi prima ci occuperemo dei triangoli acutangoli e poi degli
ottusangoli: cioé, se Cy ¢ il punto diametralmente opposto di C, facciamo per
ora percorrere ad A l'arco M Cy; quindi CyB.

Quando A va da M a (i, la funzione

s=cosfB +cosy

o .
decresce da 2 sen - 8 senaje la funzione

d=rcosy — cosf

cresce da 0 a sen «. Percid

(84

se cosa > ;/'3_ —1 {conseguem.a di cos o >_ 2 sen — ),
P— \ =

18
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ossia & _S_ 42° 56 29”,....
la 1° condizione non & mai soddisfatta: il problema & impossibile

2

se Y3 —1>cosa> V2 » ossia 42°... L a L 45°,

la 2" condizione é sempre soddisfatta; ed esisterd una e una sola posizione di
A per cui sard
cosax=s

e per tutte le posizioni intermedie tra quella ed M, sard soddisfatta anche la
1° condizione e quindi il problema sard possibile: ora i valori di cosy e cos f
che risolvono la precedente equazione sono le radici della quadratica

2(1 —cosa)a? —2(l —cosa)cosa. v 4 (2costa—1) =10

4
« —
le quali sono reali, perché cos 3 < l/_?_. come conseguenza dell’ipotesi
4

cosa ¢ ¥/ 3 — 1, e positive; e poiché cosy >> cosB, la minore delle radici
da il valore di cos §, l'altra quello di cosy. Quindi la limitazione

« 1 ol
sen?gcosy<’?(cosa+00"s_2‘ l/3—4c05“‘g—)
®
L VT ;)

Se cosa= —5—, ossia & = 45°,

sono verificate 1* e 2¢ condizione; dunque il problema & possibile sempre;

1
sen —:—2 cosf > - (cosa—cotg

2
2

se cosx & , ossia & > 45°%
la 1* & sempre soddisfutta; ed csiste una ed una sola posizione di A per cui risulta
cosa = d

e per tutte le posizioni intermedie tra quella ed M é& soddisfatta anche la 2* e
quindi il problema & possibile; ora i valori di cos y e — cos B che risolvono
la precedente cquazione sono radici della

2(l +cosa)a®—2(l +cosx)cosa. x4 (2costax — 1) =0

4
« -
che ha radici reali, perché per x acuto sen o < l/_:_7 e di segni contrari. Quindi

la limitazione

1 1 3 o
sen 2—< cos y L T(cosz-i—tang > l/3—4sen‘ ?)
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sen —;-Z cosf > -%—(—cosa+tang% l/3—4sen4 %)
Occupiamoci ora dei triangoli ottusangoli.
Mentre A va da Ci a B sull'arco Cy B, la funzione
s =cosy — cos f
cresce da senx ad 1 +-cosun; e la funzione
d=cosy -+ cosf

decresce da sen o« ad 1 — cos a: percid

V2

2

se cosa > » ossia a < 45°,

la 2* condizione & soddisfatta, e per un’unica posizione di A sard verificata la
equazione

cosa = d

e per le posizioni intermedie tra quella e B sard soddisfatta anche la 1% e
quindi il problema sard possibile. I valori di cosy e — cos § sono radici di

2(14cosu)x® — 2(l +cosa)cosaw . ¢ — (2costa — 1) =0

che ha radici reali e positive, e poiché cos y > — cos B, essendo B ottuso, si hanno
le limitazioni

1 S
1> cosy); (cosa+tang-% l/3—4senl%)
1

] «
_cosa(cosﬂ<—-—2— (cosa — tang — V3-—4sen4 7)

Se cos o = ——— ossia o = 45°,
il problema & sempre possibile
1 2
se ?<cosa< V2 ) ossia 60° > a > 45°,

la 1* condizione & soddisfatta; e vi sarA una posizione di A per cui risulta
cosx = d

e per tutte le posizioni intermedie tra quella e B & verificata anche la 2*; ma
i valori di cosy e cosP che soddisfano I'equazione sono le radici della qua-
dratica

2(1 —coso)a? —2(1 —cosa)cosa. x4+ (2cos?oe — 1) =0
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4
che ha radici reali, perché cos —;— < l/_3_ come conseguenza dell'ipotesi cos « ¢
4

2 . . . .
2 di scgni contrari. Quindi le limitazioni sono

" -
1 >cosy > - (cosot+cotgi V3—4cos‘ i)

1
—cosa(cosﬂ(— (cosa.—cotg l/3—-4cos4 —)

1
se cos « < 2 ossia « LGO"

la 2" condizione non & mai soddisfatta e quindi il problema & impossibile.
Scolio. — Se con le distanze del centro del cerchio circoscritto ad un
triangolo dai suoi lati si pud costruire un triangolo, o i raggi dei cerchi ex-
inscritti sono tutti maggiori del raggio del circoscritto o due sono minori e
quindi il terzo maggiore, o reciprocamente; le distanze dei centri dei cerchi ex-
inscritti da quello del circoscritto sono o tutte maggiori del lato del triangolo
equilatero inscritto in questo, o due minori e l'altra maggiore, e reciprocamente.

49. Dimostrare che, quando n tende all infinito, si ha

1 1 1 1 1
lim VT(VT-'- V2—+ V3—+ ....... +7n;‘)=2
(D. BEsso).
Dimostrazione del Prof. L. Merante ().
Dall’eguaglianza
Ve—voe '
T A A
nell' ipotesi a > b, segue
a —Vb !
2;/a < l/a—b——_<__—__-
e fatto a = b 4 1, abbiamo .
1

2Vb+l <pyo+r —pu, (1

2—,/7— DVe+l —pyu. [2]

Facendo nella [1] 0=0,1,2,..... , n— 1 e sommando, e nella [2] b =
1,2,..... , e sommando, otteniamo la limitazione

(*) Altra dimostrazionc pervenne dal 8ig. Prof. F. Viaggi.
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1

VT — VT <5 (g + =) <Y

ossia

1 —_
e dividendo per —- ;/ n
l

0<;/ (Vl

2l/_ —2V1+_<2+2V——2l/1+——

Quando 7~ tende all'infinito I'ultimo membro tende a zero, quindi

I 1 1
1i — = — ... —]=2.
51. Risolecre Vequasione

B+5aaxd+5ax+ b =0. (D. Besso).
Soluzione del Prof. U. Scarpis ().

Per maggiore semplicitd neclle formule di soluzione mettiamo il termine
noto sotto la forma 2 b: facendo quindi £ = « -+ B si otticne, come & facile
verificare, 'l'equazione:
b+ PS4+ (f+a) B3+ 10228+ 10aBft+5aa+5ap+ 583 +2=10
la quale sard soddisfatta qualora si faccia:

B+P=—2 a.B=—agq

dalle quali si ricava:

5 5
a=)/—vryers,  s=)/—t—ye+s.
Indicando ora con «, B le radici quinte aritmetiche delle quantita
— b+ Y 12 +d5, —b— Y B +as,

e con w una radice quinta propria dell’unitd, le radici dell’equazione proposta
SATANNO:

a+B, a4 Bot a4 Bwd, awl+Bwt awt+ fo

(*) Altre soluzloni furono inviate dal Prof. G. Russo, F. Viaggi.
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Se b2 4+ a® > 0, l'equazione ha una radice reale e quattro complesse co-
niugate.

Se 42 4= ab = 0, ponendo b= —cb, a = — 3, si ha:
B —5c234+5ctr—28=0

ed essendo il primo membro decomponibile nei fattori (x — 2¢), (@ +cx — c?)3,
si vede subito che le radici sono tutte reali e che due di esse sono doppie.
Se 48 4+ a8 < 0 sard pure a < 0 e ponendo

a=—¢ —b+ P _S—=_b4ipS—pt=p(osy *iseny),
da cui:
b b
p=c5 cosy =— — =——
P o
si ha:
Y are— : 2k
a-_l/p(cosy+tsen7) =c7¢og( 5 )+ic?sen(-7—+5—-1
5 . \
p_—_.l/p(cosy-—tseny)—-—c’ cos ( ; )_ic?mn(u__52—“)
e quindi in fine:
rH2hk=

1
«+PB = 2c? cos ( 5

Dando ora a % successivamente i valori 0, 1, 2, 3, 4 si ottengono cinque
valori differenti di « 4 B i quali soddisfanno I'equazione proposta, e siccome essa
é del quinto grado, saranno le radici cercate. Le formule che somministrano le
dette radici sono le seguenti:

1 1 2 1 4 1 6
2c? cos —;‘, 2c¢? cos (H_Tﬂ} 2¢? cos (Y+5 7r), 2¢? cos (Y—-';—R)

1 8
2c? cos <Y+ ’i),

5

dalle quali si deduce che anche in questo caso sono tutte reali.

52. Risolvere Uequasione
T +Taad+14a223 4+ 72+ b=0. (D. Besso).
Soluzione del Prof. U. Scarpis ().

Ponendo egualmente il termine noto sotto la forma 2 b e facendo x = « =+ B,
si otticne 1'equazione:

W+ BT 4+2047 @B+ a) B+ 3P+ 5a3p2 4 50283 4 3Bl + §5)4-
7(u§+a)s(a(2ac3+5u{3’+51’ﬂ+2ﬁ3)+a2(a+ﬂ)$=O

(*) Altre soluzioni furono inviate dai Prof. G. Russo, F. Viaggi.
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che sard soddisfatta qualora si abbia:
ol + BT = —2b, af = — a,

dalle quali si ricava:

1 1
o=/ —vrvETa p=| —r—yrETa

Limitando ora il significato di «, B al solo valore aritmetico delle prece-
denti radici scttime ed indicando con ® una radice settima propria dell’ unita,
si scorge che le radici dell'equazione proposta si possono ottenere dall'espressione:

a.w*"+§wv

dando a @ e v tutti quei valori interi e positivi che soddisfano la relazione:
ptv="7.

La completa analogia con la questione precedente rende superflua la di-
scussione delle formule di soluzione.

56°. Dimostrare che, indicando con A, B, C, D quattro vertici consecutivi
d'un poligono regolare, si ha

AC*=AB X (AB+ AD). (D. Besso).

Dimostrazione del Sig. G. Scarpini, allicvo dell'Istituto tecnico di Catanzaro.
Sul prolungamento della C B si abbassi da A la perpendicolare A E; allora,
dal triangolo A B C ottusangolo in B, si ha:

AC*=AB*+4 BC* + 2 BC X BE,

ma si sa che BC = AB ed é facile vedere che
1
BE= 4 (AD — AB),

quindi la precedente relazione diviene:

AC* = 2AB*'+ AB(AD — AB)=AB*+ ABX AD =
AB (AB+ AD).

Dimostrazione del Sig. G. Marcantoni, allievo del R. Liceo di Modena.

Siano A, B, C, D (Fig. 6) i quattro vertici consecutivi di un poligono rego-
lare. Si unisca B con D, e, prolungato AD in E, per modo che sin DE=AB,
si unisca C con E.

Considerando ora i due triangoli A BC, B CD, si vede che questi sono
uguali ed isosceli. Sard quindi ang. BAC = CDB.

Parimenti si pud dimostrare facilmente che sono uguali i due triangoli
ABDe ACD. E che ¢ ang. BDA = CA D.

Sara, per consegucnza, anche l'intero ang. B A D = all'intero ang, C D A.

Ora si osservi che nel quadrilatero A B C D, gli angoli sono a due a due
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uguali. E siccome fra tutti e quattro devono ecssere uguali a quattro retti, due
di essi, presi dalle due coppic di angoli uguali, devono sommare due retti. Cioé
sard: ang. BAD + A B C = 2 retti.

Le rette B C, AD devono dunque essere parallele; e I'angolo B C A deve
esscre uguale all'angolo CA D e l'angolo C D E = B C D. Si dimostra quindi
facilmente che i due triangoli A BC, CDE sono uguali ed isosceli, e che &
ang. CED = BCA ed anche che é: ang. CED=CAE.

Da tutto questo si ricava che il triangolo A CE ¢ isoscele ed ha gli an-
goli alla base uguali agli angoli alla base del triangolo isoscele A B C; e che
quindi i due triangoli sono simili.

Sussistera quindi la proporzione:

AB:AC=AC:AF o0ssis AB:AC=AC:(AD~+ DE).

Ma DE=AB. Quindi AB:AC=AC:(AD+ AB).
Ed essendo il prodotto dei medi uguale a quello degli estremi, si ricava

AC=ABUAD+ AD).
c. d. d.

Dimostrazione del Sig. P. Marano studente a Catania ().
Tiro dai punti B ¢ C le perpendicolari BE e CF sulla AD. Applicando
al triangolo rettangolo A CF il teorema di Pitagora, si ha:

AC=aF+CF.

Sostituendo in questa eguaglianza ad A FYil suo equivalente (A E 4+ E F)?,
sviluppando e riducendo, si ottienc:

AC=AB4+ AL+ 2AEXAB=AB(AB+AB+2AE).

E siccome AE=DF, sarh AB+2AFE = AD.
Sostituendo risulta:

ACC=ABX(AB+ AD)c.d.d

Osservasione. — La relazione data si pud dimostrare immediatamente ap-
plicando il teorema di Tolomeo al quadrilatero iscrittibile A B C D, poiché essa
pud scriversi:

AC=aB"44ABXAD.

. (*) I Sigg. G. Alessio, G. Bitonti, L. Isola, S. Martucei, F'. Tallarico (Istituto teenico Catan-
zaro), A. Colorni (R. Liced Parini Milano), A. Graciotti (Scuola tecnica Osimo), A. Longo R. Liceo
Aclreale , M. Righetto (Istituto tecnico Spezia), P. Rizzuti (R. Liceo ('atanzaro), E. Segré (R. Liceo
Modena), G. I)'Asdia (R. Istituto tecnico Girgenti), C. Aicllo (R. Liceo V. E. Napoli). 4. Baldas-
sarre (R. Tstituto tecnico Barl), G. M. Nobile (R. Istituto tecnico Chicti), hanno dimostrato che il
teorema proposto ¢ un corollario di quello dl Tclomeo sul quadrangolo Inscritto.

Altre dimostrazioni sono pervenute dal Sig. A. sidoli (R. Istituto teenico Reggio Emilia),
P. Patrassi (R. Istitute tecnico Terni), @. Candido (R. Liceo Lecce), E. Gabriclli (R. Scuola tec-
nica Velletri), S. Lopriore (R. Liceo Bari), B. Lalvadori e G. Prinzi (R. Istituto tecnico Roma).
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Si pud notare che la condizione che i punti A, B, C, D siano vertici conse-
cutivi d'un poligono regolare non é necessaria; basterd che i detti punti siano
situati sopra una stessa circonferenza di circolo e che sia AB= BC=CD.

87°. Dimostrare che, se un triedro ha un diedro retto, la somma dei co-
seni dei tre angoli piani non pud essere uguale a — 1. (D. Besso).

Dimostrazione del Sig. G. Michele Nobile, allievo del R. Istituto tecnico
di Chieti ().

Chiumando con a, b, ¢ le misure dei tre angoli piani, il primo opposto
e gli altri due adiacenti al dietro retto, dalla trigonometria sferica si ha la formola:

cosa = cos b cosc;

dalla quale:
b
cosa+ cosb 4 cosc—+ 1= (1-4cosb) (l 4 cosc) = 4cos??cos’iz;
quindi
cosa -+ cosb+cosc+1> 0.

Il che dimostra il teorema.

58°'. Un tronco di piramide, in cui il perimetro della base maggiore &
doppio di quello della base minore, & diviso in due parti equivalenti con un

1
piano parallelo alle basi; calcolare a meno di 10000 il rapporto delle distanse
del piano segante dalle due bast. (D. Besso).

Soluzione del Sig. 0. Manfredi, allievo del R. Istituto tecnico di Reggio
Emilia (7).

Prolungando le facce laterali del tronco otteniamo un angoloide di vertice
V. Le basi b, B del tronco sono sczioni fatte in questo angoloide da piani paral-
leli, ed essendo il perimetro della base B doppio di quello della base &, la distanza
della base B dal vertice sard doppia di quella della base b, cioé quest’ ultima
distanza sard uguale all’altezza del tronco che chiameremo A.

1 volumi delle piramidi staccate in un angoloide da piani paralleli stanno
fra di loro come i cubi delle distanze di questi piani dal vertice. Se dunque b’
& la sczione parallela alle basi, che cisi propone di condurre, la piramide di base
B stard a quella di base b come 8 : 1, e siccome il solido fra B e & deve

(*) Dimostrazioni simili a questa hanno inviato I 8igg. R. Cassili (R. Liceo Regglo Emilia’,
R. Salvadori e G. Prinzi (R. Istituto tecnico Roma), G. A. Venturi, 0. Manfredi (R. Istituto tecnico
Reggio Emilia). Altre dimostrazioni sono pervenute dal Sigg. G. D’Asdia (R. Istituto tecnico Gir-
genti), 8. Lopricre (R. Liceo Bari).

(*#) Altre soluzioni sono pervenute dai Sigg. A. Baldassarrc (R. Istituto tecnico Bari), G. Bi-
tonti (Istituto tecnico Catanzaro), G. D’Asdia (R. Istituto tecnico Girgentl), G. M. Nobile (R. Isti-
tuto tecnico Chletf), 8. Lopriore (R. Liceo Barl), R. Salvadori e @. Prinzi (R. Istituto tecnico
Roma), ’

19
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essere equivalente al solido fra & e &', il rapporto fra la piramide di base ' e
7
la piramide di base b sard eguale a 1 - ?: 1 cioc a 9:2.

Se x, y sono le distanze dcl piano sccante dalle basi B e b rispettiva-
mente, saranno A -+ y ed % le distanze delle basi " e & dal vertice V, quindi
il precedente rapporto fra le due piramidi di basi &' e b sard espresso anche

h+y\* __ y \? . ¥y __ 9 .
da.( 7 ) -—(l-l-—h— . Avremo dunque: (1 + V) = da cui:
s

E2 o di
= ) 1 = 0,6509 a meno di

1 .
W)- per difetto.

E
Se si vuole determinare il rapporto v delle distanze del piano secante &'

3
9
dalle basi B e b, bastera ricordare che essendo A=x -y, si ha - — l/-? 1,
da cui:
z+y 1
y 8
9
— —1
2

Ma si ha identicamente

3 e s
9 +.l/ 9 3
S S (VT) 2 _ Vi +V36 +2
8 - 9 A
9 — —
- 2
V5 -
Quindi, sostitucndo e semplificando

3 8

Y162 36 —5 1
& _Vie+¥V = 05361 a meno di ——— per difetto.
v 7 ' 10000 1

59. Dimostrare che il rapporto del raggio del circolo inscritto ad un etta-
gono regolare al raygio del circolo circoscritto soddisfu alla equasione

82" —4a? —4z+41=0. (D. Besso).

Dimostrazione del Sig. Prof. 8. Catania.

Sieno A, B, C, D (Fig. 7) quattro vertici consecutivi dell’ettagono. Si prolun-
ghi A B dalla parte di B fino in H ¢ K, in modo che sicno BH = A B,
AR = AD. Laretta DC prolungata tagli A H in un punto I, e la retta K C

. . 1
tagli AD in un punto P. Siccome l'ang. BAC = - di 2 retti, e l'ang.

4 . 3
ACD = - di 2 retti, gli angoli A CI, AIC saranno ciascuno i T di 2



— 147 —

retti, e percid sard AT = A C. Inoltre & manifestamente la retta A C biset-
trice dell’angolo P C1I, e quindi, condotta la retta C H, siccome l'angolo A CH
risulterd retto, perché A B = BH = B C, sarA C H biscttrice dell'angolo sup-
plementare I C K. Cosi il fascio delle quattro rette C (A HI K) é armonico, ed
armonico sard eziandio il gruppo A HI K; da cui segue che

2 1 1
AH AI+AK'

ovvero
1 1 1
A5 —ac tapr M

Sieno y, 3, ¥ i numeri che misurano A B, A C, A D rispettivamente, ed «
il rapporto fra il raggio del circolo iscritto all'ettagono e il raggio del circolo
circoscritto. Si avra immediatamente

L
& = C0S
7

F] =2ycosl,;- =2yx; M=yl yu=4ytat

La [1] allora pud scriversi

| 1 1 1
y_2yw+

% 2y + 4dyat—y’
Moltiplicando per y e togliendo i fratti, si avra
8a3 — 42 —4ao41=0

che é quanto volevasi dimostrare.

Osservasione. Si pud verificare che il rapporto del raggio del circolo iscritto
nell'ettagono regolare di seconda specie al raggio del circolo circoscritto, preso,
questo rapporto, col segno negativo, soddisfa alla equazione precedente, e che
vi soddisfa pure il rapporto analogo relativo all'ettagono regolare di terza specie.

. . T 2= 3=
Pertanto le radici della detta equazione sono cos T —cos 0 cos ——- E
allora hanno luogo, fra le altre, le seguenti identita:

2= 3= 1 2% 3= 1

T w . .
cosT-—cos——.—7—-+cosT——2—, €08 =~ . €08 —— . €08 —o— == g

Dimostrazione dei Sigg. Prof. F. Viaggi e M. Misani ().
L'identitd goniometrica

64 cos’a — 112 cos’a + 56 cos3a — T cosa — cosTa = 0,

(*) Altre soluzionl della quistione sono pervenute dal Sigg. Prof. L. Carlini, 8. Gatti, @. Ri-
boni e G. Russo.
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mostra che le radici della equazione
6427 — 11225 45623 —Ta+1=0 [«

sono comprese nella formola
Rr4+D=

xr = —_—a

7

nclla quale a & si attribuiscano successivamente 7 valori interi consecutivi, per

esempio, da — 3 a -+ 3. Esaminando queste radici, si trova che una di esse,
. . T 3x 5n 2xn

cos ® = — 1, ¢& semplice, e tre, cos T CO8 4, €03 —— == — C0S ——, S0NO

doppie; dunque il primo membro della [«] & il prodotto di @ 4= 1 per il qua-

drato d'un polimonio del 3° grado, il qual polimonio trovasi esscre 8 3 —

42 —4x+1.

Le radici della equazione
8ad — 4 —4or4+1=0

T 2= 3= . .
sono adunque cos Ty T e08 o, €08 —— che esprimono (la seconda cambiata
di segno) i rapporti tra I'apotema e il raggio d'un ettagono regolare convesso

o stellato.

60. Dimostrare che la somma dei quadrati delle distanze d'un punto
qualunque d'una superficie sferica dai quattro vertici d'un tetracdro a facce
eguali, in essa inscritto, ¢ uguale ad otto volte il quadrato del ragyio.

(D. Bessv).

Dimostrazione del Sig. Prof. M. Misani,

Converra approfittare di alcune propricta del tetraedro a facce eguali gia
esposte dal Prof. Besso nel volume primo di questo Periodico.

Se 8, A, B, C sono i quattro vertici di un tal tetracdro e G 6 il suo centro
di gravita, questo punto coincide col centro della sfera circoscritta (V. teorema
12 dello scritto citato del Prof. Besso), di pill in esso si bisecano le congiun-
genti i punti medi delle coppie di spigoli opposti; perché é facile dimostrare
che, per essere ciascuna di queste congiungenti perpendicolare a due spigoli op-
posti (V. teorema 16 L. c.), i loro punti di mezzo coincidono con quello che
dista egualmente dai quattro vertici, cioé¢ col punto G.

Cid posto, chiamando con a, b, ¢ gli spigoli BC, AC, A B, che sono ri-
spettivamente eguali ai loro opposti (V. teorema 3 1. ¢.) con dq, dp, de, dy, le
distanze di un punto qualunque D della superficie sferica circoscritta al tetraedro
dai predetti vertici e con M, M, i punti di mezzo dei due spigoli opposti S A
e B C; dai triangoli DS A, D C B, per un notissimo tcorema di geometria, si
avra

1
di+d? = - a*+ 2D
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1
dy+dy = 5-a* + 2D M}
e sommando
dy+dy+dy +dj =a*+2(DM + DM}),
ma nel triangolo D M M,, per lo stesso teorema, si ha

- 1
DM +DM=— MM +2DG",

dunque
2 2 2 2 2
dy+dy+d, +d, —a*+ MM; +4DG".

Ora dal triangolo rettangolo S M M, e dal triangolo S B C, si ricava

1 b 4 c? 1
2
MM1+TG’=SM:=——2—-—T<1’,
dalla quale
b+ c? — a?
(-
MM = -
e percid
LRI SR
d:+d:+d:+df=a_+2—-‘-c_+4p(;t;

ma (V. teorema 14 1. c.)

a®+ b +c* = 8D Gy,
dunque

di +di +d? 4 & =8 DG,
la quale & I'espressione del teorema enunciato.
Una dimostrazione simile a questa é stata inviata dal Sig. Prof. G. Riboni,

il quale vi aggiunge la seguente:

Osservasione. — Se s'indicano rispettivamente con x, a, b, ¢, d le rette
OM, 04, 0B, 0C, OD, () dai triangoli MOA, MOB, MOC, MOD si ha:

m’=2Rs(l—cosxa), ﬁ2=2R’(l—cosxb),
ﬂ—C’=2R’(l—cosxc), M—D’=2R2(l—coswd),
da cui addizionando
M+ MNB +MC+MD =8ER —
2 R? (cosza 4= cosx b -4 cosx ¢ 4= cos x d),

(*) Le lettere 4, B, C, D, O. M indicano rispettivamente i quattro verticl del tetraedro, il
centro della sfera circoscritta e un punto qualunque della superficie sferica.
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percid in causa della relazione dimostrata risulta:
COST @ 4 cosx b 4 cosxc 4 cosaxd =20

e percid i raggi OA, OB, O C, O D sono equipollenti ai lati d'un quadrangolo
equilatero gobbo.

Dimostrazione del Sig. Prof. F. Viaggi.

Sia A B CD un tetraedro, 8 il suo baricentro, O un punto qualunque ed
A', B', C', D' le proiczioni di A, B, C, D sulla retta OS; per la nota proprieta
del baricentro é

SA +SB +8SC +S8SD =0. [«]
Dai triangoli O S A, OS B, .... si deducono le uguaglianze
0A* =054+ SA*+208.54,

e analoghe; dalle quali sommando membro a membro e tenendo presente la [a],
si deduce

04+ 0B+ 0C+ 00 =408+5A°+ 5B +5S5C+ 5D

(Cf. Baltzer — Stereom. § 11,7).

Se il tetraedro & a facce eguali, il baricentro coincide col centro della sfera
circoscritta (cf. la memoria del Besso sul Tetraedro a facce uguali stampata in
questo Periodico, Anno I, Fasc. I, n. 12); quindi se O & sulla superficie della
sfera il sccondo membro dell'ultima eguaglianza si trasforma nell’ ottuplo del
quadrato del raggio.

Dimostrazione del Sig. Prof. G. Russo.

E facile vedere che in ogni tetraedro a facce eguali, le rette che congiun-
gono i punti medi delle costole opposte (inediane) sono bisecate dal centro della
sfera ad esso circoscritta. Premesso ¢id, indichiamo con a, b, ¢ i lati di una
faccia, con R il raggio della sfera circoscritta, con I, m, n le lunghezze delle
mediane, con « B, y, & le distanze d'un punto della superficie della sfera dai
quattro vertici del tetraedro; con A, A,; B, B,; C,, C, rispettivamente le
le distanze dello stesso punto dai punti medi delle coppie di costole opposte.
Allora pel tcorema delle mediane si ha:

1
A+ A =2R'+ = 7,

2
1
B§+B§=2R?+?mz,
o 1
G+ G=2F+ 5,

sommando

1
Af+A§+Bf+II§+Cf+(‘§=6R2+?(l’+m?+n’),



— 151 —

ma é noto che

2 4 p2 ]
l’+m’+n’=—flzl-=4li2, (n
quindi
A} + Aj+ Bj+ By + C} + C; =8 R". [2]
Inoltre
1 1
a’+ﬂ"=20§+—‘—z—c’; [3’+y’=2Ai’+?a’;
1 1
y’+a’=2Bf+?b’; a’+8’=2A§+—é—a',-
1 1
B+ 8t =2 B3+ 5 0% P+ =20+ 54
sommando

3+ Bty +3) =2 (A]+ A+ B+ B+ O+ C) + (a* + b+ c*);

e per le [1] e [2]
3 (a® + B2+ y? + 8%) = 24 R?,
ossia
of 4 B% 4 y? 4 32 =8 R?,
c. b. d

Osservazione. 1l teorema potrebbe esscre generalizzato cosi:

Dimostrare che la somma dei quadrati delle distanze d'un punto qualunque
dello spazio dei quattro vertici d'un tetraedro a facce eguali, & uguale 4 (d? + R?);
in cui d indica la distanza del punto dal centro della sfera circoscritta al tetraedro.

61. Fra quali limiti deve variare Vangolo acuto a, acciocché Fangolo B,
legato ad a dalla segucnte relasione

V2 +14+ (12 +1)tgatgB+tga—tgB _ tga
V2 —14+(yY2 —1)tgatgh—tga+tgh tgf
sia pur esso acuto? (S. Garm).

Soluzione del Prof. F. Viaggi.
Tenendo prescnte che

n — n —
tg_8.=.;/2__.1’ coth=y2+l.

la relazione proposta di luogo alla seguente
3

(tg %—tgu) tg"p—(l —tg"—g-.tg"a) tgp+(tg 8 tgu) tg—:—.tga= 0.[1]

La quale fornisce per tg § due valori reali: infatti la condizione di realitd delle
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radici della [1] é

( tg’ tg?a)—4(tg-g———tgu)’t8%tga;0

ossia

(l——tg‘%)(l—tg‘a)—{—(tg%—tga‘go; [2]
ora, posto f(x) = ( —tg )(l — x‘)—l—(tg——.‘c)‘, é f'(’«‘)%

T
g 'y
= - , percid, facendo variare x da

3__——_—_

w

—_— —_—tgd —
1 l/l tgs

— 00 a 400, f(x) decresce sino a f(v,) e quindi cresce, e poiché questo va-
lore minimo f(x,) che essa assume & positivo, cosi f(x) é sempre positiva, ossia
la [2] & sempre soddisfatta (come disuguaglianza e mai come eguaglianza).

condo che é «

NV

Le radici di [1] saranno positive, quando tg %— —tgael —tg % g
avranno lo stesso scgno, ossia, poichd « & positivo @ minore di lzt—, quando

3
0<a<% oppure T“—(a<%-

E queste sono le limitazioni domandate.

62°. Essendo a e b numeri interi primi con 30, dimostrare che Uespressione
a® 4 asb? — a?bs — 08
rappresenta un numero multiplo di 720, (S. Garm).

Dimostrazione di G. M. Nobile, alunno del R. Istituto tecnico di Chieti (°).
BasterA dimostrare che tale espressione ¢ divisibile per 16, per 9 e per 5.

. . . L . a+b a-=bd C
Poiché i numeri @ e & sono dispari, i numeri T T sono interi,

ed avendo questi per somma il numero dispari @, uno di essi & pari; onde

(@ — b) (a4 b) = a* — b® & multiplo di 8; sicché il prodotto
(a? = b?) (a®+b?) (ad4-a? 12+4b'). .. [«]

equivalente alla espressione proposta, ha il primo fattore divisibile per 8, ed il
secondo per 2; & quindi divisibile per 16.

a, b divisi per 3 danno per resto 1 o 2; percid a?, b2, af, b* danno, divisi
per 3, il resto 1; e quindi primo e terzo fattore del prodotio [«] sono divisibili
per 3, e tutto il prodotto ¢ divisibile per 9. Col metodo analogo a qucllo tenuto

(%) Altre soluzioni pervenncro dai Sigg. A. Baldassarre (R. Istituto tecnico Bari), G. D'Asdia
(R. Istituto tccnico Girgenti), O. Manfredi (R. Istituto tecnico Reggio Emilia).
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testé si dimostra che a! — b4 ¢ divisibile per 5; oppure col teorema di Fermat,
osservando che af e b* divisi per 5 danno per resto 1; dunque il prodotto dei
due primi fattori di [«] & divisibile per 5.

Osservazione. — Poiché I'espressione proposta si pud scrivere anche sotto
la forma (a®—+ b*) (a® — 0%), si pud dire anche che: « essendo a,  interi primi
«con 2, 3, 5, 7 l'espressione a® - a% b® — a® b3 — b® rappresenta un multiplo
« di 5040 ».

83", Costruire un triangolo dato un lato, Valtesza relativa a questo lato
e la bisettrice dell’angolo opposto. :

Soluzione del Sig. P. Marano studente a Catania ().

Sia ADE un triangolo rettangolo di cui il cateto A E sia eguale alla
data altezza e l'ipotenusa A D alla data bisettrice. Si tiri da A la perpendi-
colare ad A D, finché incontri in F la D E prolungata, e si divida D F per
metd in O. Si costruisca I'ipotenusa d'un triangolo rettangolo di cui un cateto
sia OD e l'altro la metd del lato dato (B C), e fatto centro in O e raggio
quest’ipotenusa, si segni nella ED dalla parte di D, un punto X, a partire dal
quale si segneranno da una parte e dall'altra due punti B e C in modo che
sia. X B = X C = metd del lato dato; sard A B C il triangolo richiesto.

Infatti :
sl
0V =0X — —Bf —(ox+—B2C)(0X————I;C)= 0BXOC.

Questa relazione prova (Amior, Geom. elem., 25° ristampa, pag, 87) che
i punti BCD F sono armonici, e quindi le quattro rette AB,AC,AD,AF
sono pure armoniche. Ma i raggi coniugati A D ed A F sono perpendicolari
fra loro, quirdi esse bisecano gli angoli supplementari formati da’ lati A B, A C
(Asuor, luogo citato, pag. 89).

Osservasione. — Se Y ¢é il simmetrico di X rispetto ad O, e si segnano
a partire da O, su X Y, i punti B’, C’ in modo che B ¥ = Y C, il triangolo
A B’ C' uvra l'altezza data, la base data, e per bisettrice dell'angolo esterno
opposto & questa base la bisettrice data.

Soluzione di G. M. Nobile, alunno del R. Istituto tecnico di Chieti ().

Siano a, h, « il lato, l'altezza e la bisettrice dati. Se k = a, il triangolo
domandato é isoscele; e conoscendone base ed altezza agevolmente si costruisce.
Se A < «, costruisco un triangolo A H D rettangolo in H, il cui cateto A H
e l'ipotenusa A D siano rispettivamente eguali ad & ed «; del segmento A H
costruisco il simmetrico A E rispetto ad A D, e conduco A F perpendicolare
ad A E; se F si prende rispetto ad A E dalla stessa banda di D, é l'angolo
D A F minore di EAF, percid acuto; ed essendo acuto anche H D A, le di-

(*) Soluzionl analoghe alla presente pervennero dal Bigg. E. Goti e @. Paoli (R. Istituto
teenico Arezzo), G. Prinsi e R. Salvadori (R. Istituto tecnico di Roma), 4. Sidoli (R. Istituto tecnico
Reggio Emilia).

(**) Una solusione sostanzialmente analoga alla presente venne inviata dall'alunno P. P. Rizzuti
(Ietituto tecnico Catanzaro).

20
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rezioni A F, D H s'incontrano in un punto F. Costruisco la circonferenza di
diametro a tangentc in A ad A F; e sia M N il diametro che prolungato passi
per F. Sulla FD a partire da F nella direzione F D (o nella opposta) stacco
due segmenti F B, FC (FB', FC') rispettivamente eguali ad FM, FN. Io
dico che i triangoli ABC, A B’ C' sono quelli domandati.

Infatti questi due triangoli hanno evidentemente i lati B C, B’ C’' eguali
ad a e le altezze corrispondenti eguali ad %; rimane dunque a dimostrare che
le bisettrici degli angoli opposti sono eguali ad x«.

E in vero, essendo F M N, F A trasversale e tangente d'uno stesso cerchio,
F A & media geometrica tra FM, FN e guindi tra FB, FCetra FB', FC';
percid i cerchi A BC, A B’ C' risultano tangenti in A ad FA, ed hanno
quindi i centri sulla retta indefinita A E, il primo sulla direzione A E e l'altro
sull'opposta; e, tenendo presente che la bisettrice interna (o esterna) d'un an-
golo d'un triangolo & biscttrice interna (o esterna) dell’angolo formato dall'al-
tezza e dal diametro del cerchio circoscritto condotto per lo stesso vertice, si
conchiude che la bisettrice interna dell’angolo in A del triangolo ABC, o la
esterna del triangolo A B’ C’, & A D e quindi eguale ad « (°),

Si dichiarara inoltre ricevimento delle soluzioni seguenti: quistione 64. dal
Sig. R. Bettassi, S. Catania, P. Morino, G. Russo, F. Viaygi; 65. S. Catania,
F. Viaggi; 66°. O. Manfredi, G. M. Nobile, P. P. Riszuti; 87. R. Bettassi,
L. Carlini, F. Viagyi; 68. S. Catania, F. Viagyi; 69°'. C. Aicllo, R. Benci-
venga, 0. Manfredi, G. M. Nobile; 70°. C. Aiello, R. Bencivenga, G. Bitonti,
8. Lopriore, P. Marano, G. M. Nobile; 71°. C. Aiello, R. Bencivenga, S. Lopriore,
A. Restifu; 72°. C. Aiello, R. Bencivenga, G. M. Nobile; 74’. G. M. Nobile —
soluzioni alle quali verra data evasione, nel fascicolo venturo.

La Direzione.

QUISTIONI PROPOSTE ¢

7?5 Dimostrare che se 4,, B,, C,, sono punti dei lati B C,

. . . CchB
C A, AB d’un triangolo cosi situati che, posto —B—AL =h, - =
BC CA
AC . .
k, —A—I;— =1, abbia luogo la relazione

(%) Altre soluzionl si riceverono dal Sigg. C. dicllo (R. Liceo V. E. Napoli), G. Bitonti Isti-
tato tecnico Catanzaro), S. Lopriore (R. Liceo Bari), A. Musci (R. Istituto tecnico Arezzo).

(**) Il tempo utile per Vinvio delle soluzionl delle quistioni nuove e di quelle rimaste insolute
scade un mese e mezzo dopo la chiusura deila redazionc del fascicolo. La data di chiusura si tro-
verad ncll’ultima pagina di ciascun numero del Periodico.

Le quistioni contrassegnate con asterisco sono esclusivamente indirizzate agli alunnl delle no-
stre scuole.
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@h—1) @42k — 1) b4(2] — 1) ¢t = 0,
le perpendicolari ai lati BC, C' A, 4 B, condotte dai punti 4,, B,, C,,

passano per uno stesso punto.

28. Trovare una relazione fra i coseni degli angoli A" 4 B,
B B C, C' C A chelerette AA’, BB’, C'(’, fra loro parallele e si-
tuate da una stessa banda del piano 4 B C, formano coi lati 4 B,
B C, C A del triangolo 4 B C, supposto equilatero.

D. Besso.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

I principii di Geometria logicamente esposti. Saggio di GiuseppE PEANO, Profes-
sore nella R. Accademia militare, libero docente nella R. Universita di Torino.
Torino, Bocca, 1889, p. 40.

Nella chiusa della Rivista bibliografica che pubblicammo or fa un anno in
questo Periodico (°) intorno agli Arithmetices principia del prof. Peano, noi
abbiamo espressa la nostra convinzione che il Calcolo della logica fosse suscet-
tibile di applicazioni numerose assai ed abbiamo citato come esempio un’ espo-
sizione falta col suo aiuto dei principii della Geometria. Poco tempo dopo, tale
nostra previsione riceveva una luminosa conferma dall'opuscolo di cui ora in-
tendiamo occuparci, nel quale appunto lo stesso A. riprende cx-novo la que-
stione di determinare un gruppo di assiomi geometrici, combinando i quali
colle norme note del comune raziocinio, si possano dimostrare tutte le proprietd
delle figure. A intraprendere questo lavoro egli fu indotto non gia — come a qual-
che lettor maligno potrebbe far credere il titolo che egli vi pose — perché opi-
nasse che i suoi predecessori, nel tracciare le prime linee della Scienza del-
I'estensione, si fossero scostati dai precetti della Logica, ma collo scopo di mettere
in luce I'utilitA che si ritrae dal sostituire in tali ricerche delicatissime I'Algebra
logica all'ordinario ragionamento.

Né & difficile rendersi conto di quanto ragionevolmente egli si sia proposto
di raggiungere tale intento. Infatti I'applicazione del procedimento anzidetto esige
definizioni precise degli enti considerati ed enunciazioni esplicite di tutte le pro-
posizioni su cui ci si fonda, epperd rende impossibile che si interpreti in varii
modi una stessa definizione e che si applichino proposizioni non ancora enun-
ciate o dimostrate; quindi sembra che il Calcolo logico, col presentare dinanzi
agli occhi quasi gli scheletri dei ragionamenti, spiani la via pia naturale e sicura
per porne in evidenza gli organi essenziali e sia da ritenersi come il metodo

(%) T. IV p. 154-136.
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migliore per uno studio anatomico di un'argomentazione qualsia. Epperd I'al-
goritmo dialettico é e sard un potente ausiliario in tutte quelle investigazioni in
cui fa mestieri (come in quelle compiute dal Peano) stabilire quali e quante
ipotesi convenga fare su un certo complesso di dati a fine di potere concludere
che questi posseggono un certo complesso di proprieta.

Non si aspetti il lettore di trovare qui una enumerazione dei postulati su
cui il prof. Peano propone di fondare la Geometria, né l'indicazione dei teo-
remi da lui dimostrati; non facciamo la prima, né diamo la seconda perche,
onde giudicare rettamente i criterii che guidarono I'A. nella scelta delle pro-
posizioni assunte per vere o dimostrate, é indispensabile seguire passo passo i
suoi ragionamenti. Diciamo soltanto che egli, come gia fece il Pasch nelle sue
Vorlesungen ueber neuere Geometrie, parte dai concetti di punto e segmento ret-
tilineo e costruisce col loro mezzo gli altri enti geometrici; ed aggiungiamo che
ad un certo punto i due scrittori battono cammini affatto differenti (°).

Nel testo di questo Sazggio 1'A. studia diffusamente la parte della Geo-
metria che precede la teoria delle parallele; in un Appendice egli si occupa di
tale teoria e del modo di introdurre il concetto di moto; in una posteriore
pubblicazione (') egli ha gettate le basi di un’analoga esposizione della Geome-
tria di misura. Percid possiamo dire di possedere in complesso gli elementi per
una completa trattazione degli elementi della Geometria fatta dal nuovo puato
di vista. Ma é forza convenire che questi elementi esigono tuttora una elaborazione,
probabilmente lunga e faticosa, per potere comporre qualche cosa di definitivo;
ad ammettere la necessitd di tale lavoro complementare si € spiati, fra I'altro,
dalla considerazione che finora non ci é stato ancora detto in qual modo sia per
manifestarsi 'influenza di queste investigazioni sui metodi per inscgnare le prime
proprietd dello spazio, influenza che presto o tardi si deve avvertirc se esse pos-
seggono in realtd quel valore scientifico che a noi sembra scorgervi.

Poiché il prof. Peano ha gid discussi i fondamenti dell'Aritmetica e quelli
della Geometria, cosi sembra poco verosimile che ci si presenti in avvenire I'oc-
casione di occuparci qui di altri suoi contributi al Calcolo della logica. Percid
vogliamo rinnovare ora l'espressione della nostra picna approvazione al metodo
da lui tenuto per diffondere questo nuovo ramo della Matematica. Invece di
esporre con infiniti particolari di secondaria importanza i principii di questa dot-
trina - come fece non a guari uno scienziato ultramontano - egli si sforzd di con-
densarli in poche pagine e ne fece poi delle applicazioni belle ed importanti. Cosi
egli raggiunse un triplice scopo: di non atterrire, ciod, la maggioranza degli
studiosi con la prospettiva di una disciplina nuova, assai vasta e complicata;
di mostrare, su esempii opportuni quali siano i caratteri esscnsiali del Calcolo
logico, epperd in quali circostanze esso possa applicarsi con vaantaggio e in che
cosa consista questo vantaggio; di arrecare, finalmente, dei dati di fatto capaci

(*) L'indole dl questo giornale e lo spazio di cui disponiamo non ci consentono di arrestarcl
sulle belle considerazioni di indole assal generale ed astratte, svolte dall'A. nelle Note: ci basti di
averle segnalate all'attenzione dei lettori.

(**) Les propositions du cinquiéme Livre d’Euclide, réduites en formules (Mathésls, T. X).
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di fungere da documenti per un giudizio equo ed illuminato sul €alcolo stesso,
in base a cui decidere se questo debba collocarsi nel museo degli oggetti di cu-
riositd scieatifica, oppure se sia miglior consiglio accordargli un posto onorevole
fra gli utensili proprii alle Scienze di ragionamento (°).
Mantova, 17 glugno 1890,
Givo Loria.

Prof. BELLINO CARRARA. — Algebra. — Venezia, Tipografia Emiliana, 1890,
— Prezzo L. 5.

L'Algebra del Prof. BELLINO CARRARA & veramente preziosa per gli scolari
dei Licei d'Italia; é divisa in cinquanta lezioni delle quali venticinque comprendono
la materia del primo anno e le rimanenti quella del secondo; i titoli degli argo-
menti delle lezioni sono precisamente i diversi comma dei programmi ufficiali.
1 varii argomenti sono svolti abbastanza ampiamente e con sufficiente rigore;
numerosi esercizi, giudiziosamente scelti ed ordinati, accrescono notevolmente il
pregio dell'opera perché molti sono risolti & discussi diligentemente e spesso la
trattazione di problemi generali vi & ben preparata con quella di facili problemi
particolari; delle questioni non risolte sono dati i risultati finali.

Parmi perd che si sarecbbe guadagnato in chiarczza e rigore ponendo me-
glio in evidenza i postulati e le definizioni, basi delle diverse teorie; i numeri
negativi e gli irrazionali, p. es., non sono abbastanza chiaramente stabiliti con
postulati convenienti e le operazioni con numeri irrazionali non sono definite;
per la somma, p. es., si sarcbbe potuto dimostrare che, se un ed u’, sono varia-
bili razionali coi limiti Ued U’ tende ad un limite ancora la variabile razionale
u, + u'n e porre come definizione che questo limite ¢ la somma U+ U’; con cid
si sarebbe acquistato il diritto di parlare di somma di numeri irrazionali tra loro
e coi razionali. Non é dato con precisione il significato di numero aritmetico
che, essendo rapporto di grandczze omogenee, é un numero, razionale od irrazio-
nale, né positivo né negativo, ed il significato attribuito a numero algebrico non
é quello, generalmente adottato, di radice d’equazione a coefficenti interi. Alcune
definizioni, sebbene universalmente accettate, non sono abbastanza chiare; tale é
quella della moltiplicazione perche, p. es., 33. (3 + 3) non & eguale a 3.2 seb-
bene sia 2=1". (1 4 1): siffatte definizioni dovrebbero esser date come defini-
zioni complesse riunenti pi definizioni semplici e precise date innanzi. Bene fece
I'autore conservando per il teorcma sulla divisibilitaA per @ — a 1'antica, notis-
sima e semplicissima, dimostrazione criticata anche in questo periodico; ma do-
veva renderla rigorosa premettendo, p. es., il tecorema, facilissimo a dimostrarsi:
« Due polinomii non identici con una lettera comune prendono diverso valore

(*) Come abblamo fatto per gli Arithmetices Principia indichiamo alcuni errori di stampa del-
1'opuscolo ora discorso:

p. 6 dal basso linea 18; invece di distrlbutiva leggi associativa
» 8t dall'alto > 9 > > a'bd > ab'd
> 24 > > 14 > > ab & identico a cd » ac & identico a bd

> 39 dal basso » 10 > > ab'flef > a'dlles



— 158 —

per infiniti valori diversi della lettera comune ». Nella definizione di proporzio-
naliti data in principio del numero 299 non é compresa la condizione, notoria-
mente necessaria, che quando I'una grandezza cresca debba crescere anche 'altra;
se tutti i numeri aritmetici fossero divisi nclle classi

A Aj Ay ...

tali che nessun numero fosse esprimibile razionalmente mediante uno di classe
diversa, essendo fissati i numeri

arbitrariamente, si potrebbe far corrispondere ad ogni numero della classe A4, il
prodotto del medesimo per kn,; considerando quei numeri come i valori d'una
grandezza A ed i loro corrispondenti come i valori di una grandezza B, si tro-
vercbbero A e B nella relazione accennata in principio del n.° 299 scnza essere
proporzionali; si potrebbe p. es., far corrispondere ad ogni valore razionale di A
lo stesso valore di B e ad ogni valore irrazionale di A4 il valore doppio di B.

Per I'indole affatto elementare che deve avere I'insegnamento scientifico nelle
scuole classiche, sono certamente di quasi nessuna importanza le precedenti osser-
vazioni e le altre che potrcbbero esser fatte all'algebra di cui mi sono occupato
sicche, pei molti suoi pregi accennati sopra parmi che risponda assai bene alle
esigenze degli orarii e programmi vigenti nei nostri Licei.

F. Giupick.

Dott. GIUSEPPE BERNARDI. — Tuavole dei quadrati ¢ cubi dei numeri interi
da 1 a 1000. Parwa. Tipografia Ferrari e Pellegrini, 1888. Prezzo: L. 1.50.

Le tavole del Prof. BerNARDI contengono oltre ai quadrati e cubi, i doppi,
e i tripli quadrati dei numeri da 1 a 1000. 11 pregio delle medesime consiste
essenzialmente nella introduzione in cui I'A. risolve con molta chiarezza di
dettaglio i problemi nel quali possono utilizzarsi tavole di questa natura.
Notevoli fra questi i problemi VII e IX, la cui soluzione riposa sopra due teo-
remi, sviluppati nella introduzione, per mezzo dei quali, con calcelo abbreviato,
vengono trovate le radici quadrate dei numeri interi fra 1000000 e 10 bilioni
e le radici cubiche degli interi fra 1 bilione ed 1 quattrilione. Il 2° di questi
teoremi, che contiene un’eccczione importante, merita d'essere riportato ed &
il seguente :

Se la radice cubica di un numero intero a, esatta, od approssimata a meno
di una unita per difetto, ha 2n + 1 cifre almeno, e se si indica con ¢ il
numero formato dalle cifre di essa, escluse le n prime a destra, con q il quo-

a—cd. 10%

siente e con t il resto della divisione 310w ponendo cioé :

a— ¢3, 103
—_ =g+

”
e, 10 3¢, 10

3
si ha in generale: Va =c .10 4 q, esattamente, od a meno d'una unita
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per difetto, ovvero a meno d'una unite per eccesso, secondoché rispettivamente @
r=§3q’c. 107 4+ ¢
Fanno perd eccesione i 10% numeri interi compresi fra i 2 Ulmiti

(10% 4= 107)3 — 103 ¢ (10 4= 10%)3 — 1 inclusi, per tutti i quali si ha
8

invece: Va=rc.10m 4~ q, a meno di due unitd per eccesso.
Per questi titoli le tavole in discorso parmi possano riuscire di giovamento
agli alunni delle Scuole secondarie.
A. LuveLr

Pubblicaziont ricevate dalla Direzions del Periodico

Bibliotheca mathematica. Journal d' histoire des mathématiques publié par G.
EnesTrROoM. Stockholm: n. 2, 1890.

Giornale di Matematiche ad uso degli studenti delle UniversitA italiane, pubbli-
cato per cura del professore G. BartaaLini. Vol. XXVIIL. Marzo-Aprile, Mag-
gio-Giugno, 1890. Napoli, B. Pellerano editore.

Jornal de Sciencias mathematicas e astronomicas, publicado pelo D*. F. GoMEs
TEIXEIRA, professor na Academia Polytechnica do Porto. Vol. IX, n. 4, 5.
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TEMI DI MATEMATICA

PER LA LICHNZA D'ISTITUTO THCNICO
NELLA SEZIONE FISICO-MATEMATICA

(Continuasione ¢ fine).

Avresyo 1890, I). — In un cono si conosce la differenza fra
la superficie lalerale ¢ quella della base, e si conosce la Sonina
di queste due superficie. Trovare l'apoleina e U'altezza del cono, e
il raggio della sua base, e discutere i risullati.

Indicando rispettivamente con = s} e =s? la differenza e la somma
date, con a, y, z il raggio della hase, il lato e l'altezza del cono,
il problema di luogo al sistema di equazioni:

x(ly—a)=xs} @y +a)=4s P=0+ 3%

Risolvendolo, il che & assai semplice, si trova

&*r = - [ —_— =

e T Y a(a—)’ Vae(i—)

Questi valori non sono reali e finiti che nel caso in cui sia 8, > s,
il che & in accordo colla natura del problema proposto, la somma delle
due superficie dovendo superare necessariamente la loro differenza.
E poi opportuno osservare che avendosi sempre s2 4-s2 > 25 8y,

segue, com’era da aspettarsi, y > s.

Estate 1871, ). — Risolrere le due equazioni a due incognile

1 1 64
. pa— 2 2 ___1°¢
xH+P\-+— )= @ = 136.

( +J)(x+y> 15" +y 1
Riducendo la prima a forma intera e sostituendo in luogo di
o 4 y* il valore dato dalla seconda, si ottiene un’equazione di 1°
grado in «y, da cui deducesi &y = 60. Dopo cio dal sistema semw-

2
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plicissimo
a2y =060 ,(L‘z-|-y’= 136

si ricavano immediatamente le due soluzioni: # = 6, y=10; 2 =
— 6, y=— 10. '

Estate 1872, Il). — Da due punti A e B del terreno, nei quali
8t pud far stazione con un grafometro, si vedono due punti inac-
cessibili X ed Y. Determinare la distanza XY conoscendo gli an-
goli XAY =0°25".3", XAB=121°0". 11", XBA = 45°, XBY
= 0°0". 24" e la distanza AB = m. 152.

Risposta: chiamando d la distanza AB e supponendo i quattro punti
A, B, X, Y in uno stesso piano, e cosi situati che il punto Y cada fuori
del triangolo formato dagli altri tre, si deduce con procedimento noto
(V. SeRrET. Trig. libro 4°.) XY =d . 0,0840]194 = m. 12,711.

Estate 1873,1) — Dale le equazioni x* + v* = 17050, x4y
= 10, trovare i valori di x ed y.
Dall’ identita
'y = (@+y) —5 (xy) (@+y) + 5 (@) (@+y)
in seguito ai valori dati per x4y ed &° ;l-ys, segue 'equazione di
2° grado in xy
(@y) — 100 (zy) + 1659 = 0,

da cui deducesi 2y =79 od xy = 21. I valori di & ed y sono
percio da cercarsi fra le radici delle equazioni

XP—10X+79 =0, X*—10X4+21=0

e poiche le radici della prima sono immaginarie e quelle della seconda

-

sono 3 e 7, cosi questi numeri sono precisamente i valori cercati.

Auruxvyo 1873, 1). — Trovare quatiro numeri in progressione
geometrica dala la loro somma = 45 e guella dei loro quadrati
p—t 765.
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Chiamando, in generale, @ la somma dei quattro numeri, b quella
dei loro quadrati e rappresentando con « il primo numero e con y la
ragione della progressione, le equazioni del problema sono

‘L
w+xy+wy'+wy3,=”’(;’*_T‘l= ,

2 —1
w2+w"y2+a72y‘+w2y“=x—;;y__—ll=b'.

Quadrando la prima, poi dividendo membro a membro questa e la
seconda equazione, si ha:

=D+ o
=D+ 8’

e sopprimendo il fattore y — 1, che ancora rimane comune ai termini
del quoziente, e riducendo a forma intera, risulta

(@ =0y =20y =28y —2b°y+ (* — V) =0,

equazione reciproca di 4° grado, che é facile risolvere.
Introducendo i valori particolari dati nell’enunciato, questa equa-
zione si trasforma nell’ altra

My'— 179 =17y =17y 4+ 14=0
chie da per y le due radici reali 2 e % e due radici immaginarie. Se-
guono, per la 1* delle equazioni del problema, i valori corrispondenti
per a, 3 e 24, cosicché i quattro numeri cercati sono — 3. 6. 12. 24.

Avutunxo 1873, II). — Dato il perimelro d’un triangolo 2p —
8644™,204 e gli angoli A =73°. 42" . 50",04; B=57°. 32" .
7".54; C=48°. 45" . 2",42 calcolare il raggio del circolo in-
scritto, il raggio del circolo circoscritto e U airca del triangolo.

Dalle note formole

1 /(p—0b (p—o 1 (p—c)(p—a
to — A = _u_, te — B— =9 (p—a)
€2 '/ p(p—a) €2 p(p—1b
: ‘
tg 5 C= p—a)(p—10)
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moltiplicando membro a membro ed osservando che

A=Vpp—a(p—>b(p—0,

si deduce immediatamente

: 1 1 1
L] A:‘[)?tg?z’ltg?Btg?C
A
¢ ])01‘ essere = —
r
) 1 1 b,
Avendosi poi
a _ b . c_
send = senB = senC
a+b+c _ 2p
sen B4sen C 1 1 T
sen A 4 sen B4 sen C 4 cos— A cos & B eos — €
2 2 2
si ricava
1 1
psen '? A p sen > n P sen '-2-' C
a=———-- -, b= ~ , (=
¢ L ¢ eos 4 L Acos— B
tos-2~ B cos ) Los? C cos 3 cos ) cos )
. abce .
per cui da R = NG sostituendo, segue
[3] R= r . .
4 ! A ! Be ! C
€08 ? cos ? Cos B)

Valendosi delle formole |17, [2], [3] e tenendo conto dei valori
assegnati nell’ enunciato, si ottiene

r=m. 806,00; R =m.1691,33; A =m.21691,33.

Estare 1874, 1). — Trovare quallro nuineri in proporsione
geoinelrica, dala la somuna dei medi, la sonuvie degli estremd,
e la somma delle quarle polenze dei quatlro termini. — Appli-
care la forumwola generale al caso speciale in cui la sonuma dei
mede sia 10, quella degli estreind 11, e la sonuna delle quarte
polenze 5729.
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Indicando con « ed y il 1° e 3° termine della proporzione, con z
il rapporto comune, con a, b, ¢!, rispettivamente, le tre somme date,
si avranno le equazioni

r+yzs=a, y+axi=0, A+ yir4+yt+att=c>

Innalzando alla quarta potenza i membri della prima 1* e 2°
equazione, poi addizionandole e tenendo conto della terza equazione,
si ottiene

Atays @+t )+ 1R P =t + N
Ora quadrando la 1% e 2° eq'uazione, quindi addizionando, si ricava
Bttt =+ — 12y,
onde sostituendo nell’equazione preéedeute, fatte le debite riduzioni,
si deduce 1’ equazione seguente
f(xysf —4 @+ (@ys)+at 4+ — =0,
di 2° grado in x ¥ 2 e da cui si ha

s 2 > a? b2
vy 5= 24 h t;gzab+ )

Indicando con « il 2° membro dell’equazione precedente, il sistema

primitivo puo cosi essere sostituito dal seguente
yz—a—ux, x3=0—y, xYyzi—=«

Dividendo rispettivamente 1'ultima di queste equazioni per le prece-

denti si ha, fatte le riduzioni:

R—mar4+2=0, ¥—>0y4+2=0,

_ V ’ ,_"+|/'ﬂ_
c=g AV o y=g )

¢ infine 3 =x: (x y).
Si pud notare che per la realita dei valori di @ ed y e, in gene-

da cui

rale, di quello di 2, conviene che sia - > xe—- > « e poich¢ « =
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a? 2a? b 4 ¢!
3 3 —!—z —> ha due valori uno dei quali ¢ maggiore

n o

b®
sia di — come di —, cioé quello che si ottiene prendendo il segno -+

pel ra(hcale, cosi consegue che in ogni caso per « devesi prendere la

a? »? }/'2a9 b 4 ¢t
e vt 32— 3

pre la realitd per x, y, 3.

espressione , senza che derivi da cio sem-

Nel caso particolare dell’enunciato risulta « = 24, e poich¢ sia
* bt Cooa - L L
— ¢he - sono maggiori di 24, cosi i valori di @, y, 5 sono reali e si

hanno i seguentl sistemi di soluzioni

(c. 8, 3) (48 3) (6 3 ¥ ) (432)

a cui corrispondono le proporzioni:

3:6=—=4:8; 3:4=6:8; 8:6=—=4:3; 8:4=6:3.

Estate 1874, II). — Tirovare e disculere il luogo geomelrico
di un punto lale che la somma o la differenza delle langenti
condotle da esso a due circoli dati di grandezza e di posizione,
sia equale ad una rella dala.

Siano O e C (Tav. H, fig. 1%) i dati cerchi di raggi R ed » e rife-
riamo i punti del piano al sistema di assi coordinati ortogonali O C,
0 Y. Posto O C=d e chiamando M un punto del luogo, cio¢ un tal
punto dal quale conducendo le tangenti M A, M B ai due cerchi O e
C, abbiasi A M + M B — a, dove a rappresenta il dato segmento,
trattasi di trovare 1'equazione del luogo medesimo.

Si osservi a tal uopo che si ha

0M' =0P'+MP, MC=PC+ MP,
essendo P il piede della perpendicolare calata da M sull’asse OC

delle @, od OM® =o' + ¢*; MC* = (d — a)* + ¥, sicché dai
triangoli rettangoli A O M, M C B segue subito:

AM=VE+yP—R; MB=p (d—af+y—
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e I’equazione cercata sarh:

VE+y—B +Vd—2f+y —r =a

Quadrando due volte, coll’attenzione d'isolare in un membro il
radicale che rimane dopo la prima quadratura, 1’equazione precedente
diviene razionale, e, fatte le opportune riduzioni, si trasforma nella
seguente

422 (P —a’)+4dx (P +a* —d* — R)— 4y*a® =
4R —4RE — [ — R+ + o)
che pud anche scriversi
4(lB—ad)? —4at P+ 4d (P + P — d® — RY) x4
(1] (4 @R+ (0 + R — ot — ;’,’): 0.

[}

I1 luogo cercato & dunque una conica della quale la OC, ossia
I'asse delle x, ¢ asse della curva, in quantoche® ad ogni valore di «
corrispondono valori uguali e di-opposto segno per y.

Per decidere intorno alla natura di questa conica, si calcoli dap-
prima il discriminante A della [1]. Questo &

A=—16a (& —a?) §4a’R’+(d’+ R —? — a’)’z
+16a @+t — = B = 16t (10 + = P = 42,
mentre il discriminante © dei termini al 2° grado di [1] ¢

= 16a* (@® — d°).

Segue da cid, in seguito alla nota discussione delle lince di 2° or-
dine ("), che il luogo cercato sard una parabola quando sia d =a ed

R z ». Infatti in questo caso si ha:
O =0, A=16a* ((R’+7’)2—4R’)")=160‘(R’—i’)’>0.

che se poi fosse anche R = r, sarebbe A =0 ¢ il luogo si ridur-

(*) D'Ovipio. Geometria analitica,
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rebbe ad una coppia di rette parallele. In questo caso invero la [1]
diviene
¥=~R, dacui y=-+R.

Dunque: le tangenli paiallele e comuni a due circonferenze uguali
coslituiscono il luogo geometrico dei punli pei quali le tangenli
condolle alle circonferense stesse hanno una somina o differenza
costante uguale alla retla congiungente ¢ centri, com’ & agevole
verificare anche geometricamente.

Se poi sia d > a, allora © < 0 e il luogo & una ipeibole,
mentre se d < a ¢ quindi © 2> 0, il luogo ¢ una ellisse.

E assai facile costruive per punti il luogo stesso, prescindendo
dalle considerazioni precedenti. Essendo a il segmento dato, somma o
differenza delle tangenti, si conducano da due punti arbitrari R, T,
delle date circonferenze, le tangenti RS, T' U e prendansi sulle mede-
sime dei segmenti RS, T tali che sia RS=m<ae TU=
a—im, 0o RS=wm >ae TU=im—a, a seconda dei casi,
quindi si descrivano le circonferenze concentriche ad O e C coi raggi
rispettivi 0, CU; i loro punti d'intersezione Af, N saranno eviden-
temente punti del lnogo. Se poi prendesi su RSe TU, RH—a e
T V=a e si tracciano le circonferenze i centri O e C e raggi O H,
CV,iputi I, L; D, E in cui queste incontrano le circonferenze date
sono punti comuni a queste ed al Iuogo richiesto.

E interessante notare che nei punti I, L; D, E le circonferenze O
e C e la conica [1] sono tangenti. Per dimostrare cid si chiamino
x'yy ed &) y", rispettivamente, le coordinate dei punti D, I. E
chiaro, per la costruzione fatta, che «', y* saranno le soluzioni comuni
alle equazioni

[2] e =1 (d— a4 P =4},

mentre «”, ¥ saranno le soluzioni comuni alle equazioni

(3] B =R 0f, (d — o) 4 =2
Dai sistemi [2] e [3], si ricava subito

[4] - w’ —_— _R_?-'_-d—?_i__r‘! g.u _ 1\” + a? J— ,-‘Z + (['2
o o 2d X = 24 .
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Ora, fermandoci al punto D, 1'equazione della tangente al luogo rap-
presentato dalla [1] nel punto stesso, & (°)

34(d’—a’)w'+2d(r’+a’—d‘—R’)fac—zta’y'y
+2d(*+a — @ — K2 +4a' R+ (P + R — ' — ) =0,

la quale, con la sostituzione ad =’ del valore [4], si trasforma nella
seguente ’

2 .
}2%—(a2+73—d2—R’)w—4a’y’y+4a’R’=0’

che pud anche scriversi
de4+yy— RE=0;

ma questa & la tangente al cerchio dato O nel punto [, ¥'], dunque
questo cerchio e la conica [1] hanno nel punto D la tangente in co-
mune. Lo stesso vale per I e quindi anche, per la simmetria della
figura rispetto ad OC, per i punti E ed L.

Ma vi ha un’altra proprieta degna di considerazione. Immaginiamo
descritto I’asse radicale G F dei cerchi dati, luogo dei punti pei quali
le tangenti condotte ai cerchi medesimi sono uguali, e proponiamoci
di trovare 'ascissa del punto in cui questo taglia O C. Un punto di
quest’asse radicale potrd evidentemente trovarsi descrivendo due cir-
conferenze di centri O e C e aventi per raggi, rispettivamente, le ipo-

tenuse di due triangoli rettangoli di cateti R ed %, red —Z—: un tal

’

punto avri per conseguenza per coordinate i valori ™', y"" dixed y

soddisfacenti al sistema di equazioni

a?

) e
[3] a4y =R+ T, @—af+y=r+,

da cul ricavasi

o ___ R2+de——7‘?
(6] o= T

Ora, in seguito alle [4], si ha

(#) Cfr. D'OviplO, 0. ¢

2
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x’+w" Rt 4-d? — r? T

2 2d =%,

si pud cosi eoncludere, tenendo conto anche di cid che si & detto pre-
cedentemente, che

Il luogo geometrico dei punli pei quali le langenti condotte
a due circonferenze dale hanno una somma o differenza co-
stante ¢ una conica avente un doppio contaito colle circonfe-
rense. Le corde di contatlo sono parallele e U'asse radicale delle
due circonferenze ¢ equidistante da queste corde.

Osservazione. — Supponendo a = 0, ossia proponendoci di deter-
minare il luogo dei punti pei quali la differenza delle tangenti condotte
ai dati cerchi & nulla, 'equazione [I] si trasforma nella

4 4+ 4d (PP — P — ) x4+ (P + R — 2P =0,
che pud scriversi
[Rdz =41 — & — R*F=0,
da cui

d? 4+ R — )
24 !

il luogo degenera cosi in una retta, perpendicolare alla congiungente
i centri dei due cerchi, che non ¢& altro che 1'asse radicale dei mede-
simi (Cfr. con la [G]).

Avurunvo 1874, II). — Dala la base di un triangolo a =
3246™,927, Uallezza h = 2145,797, e la somma degli allvi duve
lati b 4= c = 5397,278, risolvere il lriangolo.

Avendosi

A_l/p ay (])—b)(p—t) —Vp (p—ﬂ’tgg-l—

pp—a) 2

si ricava
1 A
ey d=Tn=a
sicché posto & + ¢ =, I'angolo A risulta determinato dalla relazione

t _1_ | = 2ah
E2 4T t=a6+a
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a b c . .
Da o = 05 = o Si deduce poi

1 1
2sen? (B+C)cos — (B— ()

b-l-c___ sen B 4 sen C 2

a sen A

1 1
2sen-2—A cos—2—A

. cos%(B—C)

lA
sen —

1
s.sen — A

.
onde : cos;(B—C):-—z,mentreé B+ C==— A.

a

Conoscendo cost B+ C e B — C potranno determinarsi B e C e
quindi

Valendosi dei dati numerici dell’ enunciato, si trova

A=T3".42".50"; B=057°.32".7"; C=48".45.3";
b=m. 2854,026; c=2543,252.

Estate 18753, II). — Date tre tangenti e la direzione dei dia-
melri di una parabola, trovare: 1° § punti di contatio delle tre
langenti date; 2° alire langenti della curva; 3° i punti di con-
tatlo di queste tangenti.

Sia w (fig. 2) la direzione data, comune ai diametri della para-
bola, e a, b, c le tre tangenti date. Taglinsia e b in 4, b ecin B.
Conducendo per A una parallela a ¢ e per B una parallela ad a, pel co-
rollario al teorema di Briaxciox che in un quadrilatero semplice cir-
coscrilto ad una conica, le due diagonali e le congiungents i punit
di conlatio dei lati opposti concorrono in un punto, il punto O in cui
si tagliano le parallele menzionate sard un punto della congiungente
il punto di contatto della tangente b col punto di contatto della retta
all’infinito. Se dunque per O si conduce una parallela ad w e si trova
il suo punto H d’incontro con b, sara questo il punto in cui b tocca la
conica.
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Per trovare un’altra tangente della parahola, prendasi sulla ¢ un
punto qualunque C e si osservi che le tre tangenti date, la tangente
condotta da C alla parabola e la retta all’infinito formano un penta-
gono circoscritto alla conica, sicché per 1" altro corollario del teorema
di Brianchox, che due diagonali e la congiungente il vertice per cui
non passano quesle due diagonali col punto di conlatlo del lato op-
posto, concorrono in uno stesso punlo, si avra che trovato il punto
d’ intersezione L delle AC, BO, la HL sarh parallela alla tangente
alla parabola passante per C, cosicche questa tangente d si costruira
subito. Ed ora partendo dalle tre tangenti b, ¢, d si potrd, ripetendo
la 1° costruzione, trovare il punto di contatto della retta ¢ colla para-
bola, poi ripetendo la 2° costruzione per un punto D della a, potra
tracciarsi una 5" tangente e trovare poi il punto di contatto di a colla
conica e cosi di seguito, conforme a quanto & richiesto nell’enunciato.

Osservazione. — Trovati che siano due punti di contatto si pos-
sono avere agevolmente punti e tangenti della curva, fra i due primi,
tirando la corda di questi, dividendola per meta, congiungendo il punto
medio ottenuto col punto d’intersezione delle tangenti alle estremita
della corda, dividendo per metd quest’ ultima congiungente e per il
punto cosi ottenuto guidando una parallela alla corda e cid per una
notissima proprietd della polare.

Estate 1875, IV). — Fra due rette date allogare un segmento
che sia veduto da due punli fissi sotto angoli dali.

Siano M O0=wu, NO=r le rette date, A e B i punti fixsi ed
x, B gli angoli dati sotti ai quali dev’essere veduto lo stesso segmento
M N allogato fra le rette J/ 0, N O.

Svluzione geometrica. — S'immagini che un angolo uguale ad =
ruoti intorno al punto 4 (fig. 3?) ed i suoi lati incontrino rispettiva-
mente le rette » e v nei punti M, A", M, ...; N, N',N",....
E chiaro che le punteggiate cosi ottenute saranno proiettive poiche i
fasci A(M', M", M”,....), A (N, N', N, ....), di cui sono sezioni,
sono congruenti, dall’ eguaglianza degli angoli N A M. N" A M", ...
risultando quella degli angoli N AN" ad M A M, N'AN" al
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M'AM", ecc.. Le congiungenti i punti corrispondenti delle due pun-
teggiate inviluppano per conseguenza una conica alla quale & pure
tangente la retta cercata /N, insieme alle rette w ¢ v poiché al punto
O riguardato come appartenente all'una od all’altra di queste rette
corrisponde un punto situato nell’altra.

Nello stesso modo si prova che la M N deve toccare la conica in-
viluppo delle rette congiungenti i punti corrispondenti delle due pun-
teggiate proiettive che si ottengono sulle rette » e v dalle intersezioni
dei lati d’un angolo uguale a 8 ruotante intorno a B, la quale conica
¢ ancora tangente ad v e v.

La retta cercata ¢ dunque una tangente comune alle due coniche
anzidette. E poiché dalle 4 tangenti in comune due sono le rette u e
v, il problema ammette in generale due soluzioni.

Soluzione analitica. — Conducansi (fig. 4*) 4 0, BO e supposto
che la retta M N, segnata nella figura, sia quella cercata, pongasi
OM=gx ON=y, OA=a, OB=10, angolo MON =0, ang.
MOA=09, ang. AON=1"9;, ang. MOB =1, ang. BON = ¥,,
ang. 0AM=A4,, ang. NO.1=A,, ang. 0BM= By, ang. NBO = D,
dei quali angoli O, 9, e 9, ¥, e ¥, sono da riguardarsi come noti,
mentre per le coppie di angoli rimanenti sussistono solo le relazioni
A+ Ay=u0a, B, + B;=8§.

Posto c¢id, fermandoci a considerare solo quello che avviene pel
punto 4, & chiaro che si avra

area MON + area NA M = area A MO —+ area A ON,
ossia, per l'applicazione d’un teorema notissimo di trigonometria
[17 xysenO—+ AM.ANsenx=a (xsend - ysen?by).
Ora da relazioni conosciute, consegue
AMsen A, = xsenl, ANsend, = y sen 9,
AMcos Ay =a—wcosb, ANcosA;=a— ycosb
¢ mediante moltiplicazione della 1° e 2° di queste uguaglianze e della
3" e 4%, e successiva sottrazione dei prodotti ottenuti:
AM . AN (cos Ay cos 49 — sen 4, sen Ag) =
(@ — x cos 9y) (2 — ¥y cos 93) — xy sen §; sen b,
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e finalmente sviluppando il prodotto indicato nel 2° membro e tenendo
conto del teorema relativo al coseno della somma di due angoli

AM . ANcosx=a®—a(@cos¥ =+ ycos ) =4 xycos 0.

Eliminando, servendosi di questa equazione e.della [1], il prodotto
AM . AN, risulta

a? sen o — a (x cos 0y 4y cos Og) sen x 4y cos O sen 2 =
a (x sen 9 =4y sen 9) cos « — ay sen O cos z,

la quale, dopo facili riduzioni, si riduce a
[2] sen(x+ O)xy — asen (x+9y)wr — asen (x+ %) y + asen 2 =0,

in cui sono quantitd incognite soltanto @ ed y.
Similmente ragionando pel punto B si & condotti all'altra equazione

[3] sen(B+ O)xy — bsen (B+41)w — bsen (B+4g) y+ ¥ sen 8 =0.

Formando sistema delle equazioni [2] e [3], che sono di 2° grado
in « ed y, possono ricavarsi i valori di queste due incognite, dopo di
che il problema & completamente risoluto.

Osservando che le [2] e [3] sono della forma

may —ne —py+¢=0, mxry—mer—py+q=>0
¢ che dall’ eliminazione del termine in @y si ottiene
(mny — myn) 24 (mp, — iy p)y +qgmy — ¢y =0

risulta che z & esprimibile linearmente per y. Ricavando effettivamente
z e sostituendo in una delle equazioni primitive si giunge ad un’equa-
zione di 2° grado ad un’incognita. Segue da cio che le [2] e [3] am-

mettono due sistemi i soluzioni, il che accorda con quanto risultava
dalla soluzione geometrica.

Aurusyo 1875, I). — T'rovare, con tre decimali esalli, una solu-
sione comune alle due equasziond

2084+ 4ay4+13ae4+6y+41=0,
B4y +19z+4y+2=0.
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Eliminando il termine contenente «y dalle due equazioni si ha il
sistema equivalente al dato

42 4+ x4 10y — 1 =0,
24+ 6xy+ 19z 4+4y4+2=0.

Ricavando dalla prima di queste due y in funzione di e sostituendo
il valore ottenuto nella seconda, risulta 1’equazione di 3° grado

[1] 284+ — 162 —2=0;

liberandola dal 2° termine col porre # = z 4-1, poi determinando

. 1. . . . .
convenientemente (= - F) in modo che il coefficiente di 2? si an-
nulli, si giunge all’ equazione

97 37

3 o —
iz 3+t T8 =

2% — 0,

la quale confrontata con 2% 4-pz =4 ¢ =0 di per la quantitd 27 ¢*
=+ 4 p® un numero negativo. Essa ha dunque le sue radici reali. Risol-
vendola trigonometricamente si trova z' = 4 2,82169...; 2" = —
2,86407; 2" = 4+ 0,04239, sicche i tre valori di «, soddisfacenti
alla [1], saranno:

z =4 2,65502, «'= —3,03074; <« — — 0,12428.
Se ora si osservi che

| =2 —42°

y= 10 ’

i valori di ¥ corrispondenti a quelli gid trovati per «, saranno
y = —29851; y' =—232710; ¥ =+ 0,1063.

E bene notare che dei tre sistemi di soluzioni trovati, 1'ultimo non
offre molta gavanzia d’esattezza, essendo concorso a determinarlo il
coseno d'un angolo prossimo a 90°.

Avuruxno 1875, 1I). — Descrivere una parabola tangente a (re
relle dale e passante per un punlo dalo.
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LeyMA. Se una trasversale incontra una parabola, un diametro
di questa, e la tangente all’ estremitd del diamelyro, il segmento
della trasversale compreso fra la ltangenle e il diamelro é medio
proporzionale fra la segante e la sua parie esterna.

Siano A, B, C (fig. 5*) tre punti d'una parahola, BD' la direzione
di un diametro, che incontra dunque la conica nel suo punto all’infi-
nito D, cosicché A BC D & un quadrilatero inscritto: per un corollario
al teorema di PascaL, ossia che se un quadrilatero é inscrilto in una
conica le due coppie di lalt opposli e le tangenli in due vertici op-
posti si tagliano in punti che sono nella slessa retla, potremo con-
cludere che tirando per A e C le parallele a BD" e trovando i loro
punti d’intersezione K, F, rispettivamente, con CB, A B ed immagi-
nando per B la tangente B G alla parabola, i punti E, F saranno alli-
neati col punto in cui questa tangente incontra la retta all’ infinito, e
col punto d’intersezione delle tangenti in A e C; onde E F ¢ parallela
a BG. E se D', G sono i punti in cui il diametro e la tangente per B
incontrano A C, C F, si avrd per conseguenza

CB:CE=CG:CF=CD :CA,

onle ¢ D' sard parallela ad A F.
Posto cio prolunghinsi B 7, CA finché s'incontrino in H, sard:
BH: GH=AH: DH=DH:CH c percio

DHP=AlI.CH c. d. d.

Ed ora passiamo a considerare il problema proposto.

Siano a, b, c¢ (fig. 6%) le tre tangenti date, A un punto pel quale
deve passare la parabola, M, N i punti d'intersezione diae b, b e c.
Per A/ si tiri una parallela a ¢ e per .V una parallela ad a, le quali s’in-
contrano in 0, sard O un punto del diametro della parabola che passa
pel punto di contatto di & con la curva (°). Cosi condotta A0 e pro-
lungata fino ad incontrare la tangente b in R, pel lemma precedente,
si avrd un altro punto B della curva servendosi della relazione RB =

R0 . I
=i e portando il segmento R B su 12 A nella direzione R A.

(*) Le rette a, b, c e 1a retta all'infinito formano un quadrilatero circoscritto alla parabola,
e cui diagonali sono M0, NO, sicch¢ per un noto teorema O, il punto di contatto di ¢ e quello
della retta all'iufinito sono per diritto.
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Per trovare i punti di contatto delle tangenti colla parabola, sia
D il punto in cui la corda A B taglia a e si determini quel punto £
pel quale si ha _
DE® = DB . DA,

E sard un punto del diametro passante pel punto di contatto della tan-
gente a. Condotta poi per Q, intersezione di a e ¢, una parallela a b,
che incontra O M in I, sarh I'E il diametro stesso e il punto @G, in
cui IE incontra a, il punto di contatto di a. Per avere poi i punti di
contatto di b e ¢ colla parabola basta: 1° tirare per O una parallela ad
IG fino ad incontrare b in L, 2° trovare il punto P d’intersezione di
O N con 1Q, quindi tracciare P H parallela ad IE fino ad incontrare
la tangente ¢ in H. ’

Dopo cid il problema pud considerarsi completamente risoluto.

Discussione. In primo luogo & opportuno dimostrare che, colla co-
struzione indicata per trovare un secondo punto B della curva, B viene
a cadere, com’ ¢ necessario, sempre nell’interno dell’angolo formato
da a ec. Si ha infatti evidentemente dalla figura RC: RO > RA : RO,
ma RC: RO=RN:RM=RO:RD e d'altra parte RA: RO=
RO: RB, onde ' '

RO:RD > RO:RB

sicché il punto d’intersezione di A4 O con a, cade fra B ed R.

In secondo luogo si osservi che oltre £ esiste sulla A B un secondo
punto E" avente da D, distanza uguale a D E, pel quale si possono ri-
petere i ragionamenti fatti per £ e che conduce alla determinazione
di altri punti di contatto di a, &, ¢ colla parabola. II problema pro-
posto ha percié due soluzioni, tutte le volte che A non & punto di una
tangente.

Osservazione. — I utile osservare che il diametro della parabola
passante per Q taglia per meti la corda GH ed incontra quindi nel
punto medio K anche il segmento £ F determinato su 4 B dalla inter-
sezione dei diametri 1 E, P H, cid che condurrebbe ad un’altra solu-

zione del problema.
A. LueLr
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UNA DIMOSTRAZIONE DI CORSO
INTORNO Al NOTI PROBLEMI SUI POLIGONI REGOLARI

I noti problemi della geometria elementare intorno ai poligoni re-
golari, per la determinazione di =, si possono far dipendere, in modo
assai semplice e didatticamente utile, dal seguente :

« Dati il raggio R e I'apotema » di un poligono regolare di »
« lati uguali ad A B=a, calcolare il raggio R e I'apotema »" del
« poligono regolare di numero doppio di lati parimente costruito
« sopra A B ».

o Basta per cio considerare il tri-

/’/ ,/E \ \\\\\ angolo isoscele 0 A B, i cui lati 0 A

// ,/ | \\ \\ = OB = R elacui altezza OH = »

! ,/ i ‘\ \ he sono rispettivamente il raggio e

4 . . . . .

m!' /o \ ‘}72 I'apotema e tracciare indi la circon-

\ SN ] ferenza m A Bn e il suo diametro

AN :' N\ /m/ ver H:Tangolo inscritto A 0" B es-

N M N 2o sendo meta di quello A 0 B saranno
T

ANk 0'A=R"ed 0" H="gli clementi

cercati, e si avra

*Y=R+r o R=V2ZR.¥ =V2R R+
e chiamando Ry ed », il raggio e 1'apotema del poligono regolare

isoperimetro al dato di numero doppio di lati costruito sopra A H, sard

, R4 S
?° .___,_:2’__’_ ed Ry = VR. re o oo [1]

o]~

f"l [—

Ed & anche qui facile il mostrare la nota relazione Ry, =, <
1
T(R"—‘ — i%—1) tra le differenze del raggio coll'apotema in due

poligoni isoperimetri consecutivi: infaiti essendo A4 L' bhisettrice del-
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I'angolo A nel triangolo HA L sara HL' < —;— HLciot R —» <
% (£ — »), epperd
1
1{1 - < T (R — 7').

Ora il problema: « Dato il lato 4 B=—a di un poligono regolare
«ed il raggio 0 A =R del cerchio circoscritto, calcolare il lato
« AL =c del poligono regolare di un numero doppio di lati, in-
« scritto nello stesso cerchio » si risolve subito mediante la proporzione

aR aR a' Rt
c:a=R:R donde c=—r=———-——e ?— -~ ——-
R V2R (R+r) ZR(R+v)

¢ ponendo per a? il suo valore 4 (R* — %) si avra

T 4ty
02=2R(R—7-)=2R(R—VI£’—GT)-

Egualmente facile ¢ la soluzione dell’ altro problema: « Dati i
« perimetri p, P di due poligoni regolari simili inscritto e circo-
« scritto ad uno stesso cerchio, calcolare i perimetri p’, P’ dei poli-
« goni regolari inscritto e circoscritto di un numero doppio di lati ».
Infatti considerando 4 B come lato del poligono regolare di 2
lati circoscritto al cerchio di raggio O'H= R +r, il lato & del poli-

gono simile circoscritto al cerchio di raggio R sari dato dalla propor-

. , ___aR
zione z:a—R:R~+r, donde x = jrpra

Analogamente il lato y del poligono regolare di » lati, eguali
al A B=—a, circoscritto al cerchio di raggio R ¢ dato dalla pro-

. ’ aR .
porzione y:a==R:», d'onde y = ——; siccht gli anzidetti peri-
metri p, P, p', P’ potranno cosi esprimersi

nakR 2naR , __ 2nakR

p=na;, P—=——; —_—

7S T/ == Uil T
e si avri, com’ & ovvio,

R+» 1 R+r

1 1
PRI Yy RN TYY X



d’onde
1 11 1 __2Pp
—17—?(7;—_"_13_) ossia P’._P_H) ..... 2
Inoltre
2R 'R (R + 1)
Poip— _ __V2R®R+5_ P
V2R®R+r R+4r P
d onde
pP=Vp.P............ [3]

e, com’ ¢ risaputo, le formule [1], [2] e [3] risolvono il problema
proposto.

Palermo, giugno 1890.
Ing. F. P. PATERNO.

ALCUNI TEMI DI MATEMATICA

PROPOSTI PER LA LICHNZA LICHALR

1. Per un punto assegnato condurre una retta la quale seghi un
cerchio dato in punti tali che la somma delle loro distanze da una
retta data sia uguale ad un segmento dato.

2. Se due cerchi si segano, formando un angolo di 75°, e la di-
stanza dei loro centri & doppia dell’apotema del dodecagono regolare
inscritto nel minore di essi, dimostrare che la corda comune a questi
due cerchi ¢ lato dell’esagono regolare inscritto nel cerchio maggiore
ed & lato del quadrato inscritto nel cerchio minore.

3. Supposto che le lettere dell’alfabeto italiano abbiano rispetti-
vamente per valori i numeri che indicano 1'ordine con cui si seguono,
si determini un nome (a noi tutti caro) sapendo che esso & composto
di sei lettere e che i valori numerici di queste adempiono alle se-
guenti condizioni:

la somma dei valori della terza e della sesta ¢ uguale a 19;

la somma dei valori della seconda e della quinta & uguale a 10

la somma dei quadrati dei valori delle quattro predette lettere
¢ uguale a 407;

i valori della quinta, della sesta e della terza hanno per quarto
proporzionale il doppio del valore della seconda;

di questi quattro valori il maggiore & quello della terza e poi
segue quello della quinta;
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1 valori delle altre due lettere sono dati dalle radici reali del-
I'equazione

ia minore delle quali esprime il valore della prima lettera.

NB. Dall’alfabeto vanno escluse le lettere %, j, x, y, w.

4. Di due coni circolari retti aventi il lato eguale, il vertice di
comune ed i piani delle basi paralleli, son date: la somma 2a del
raggio di uno di questi coni colla sua altezza; la somma 20 del raggio
e dell'altezza dell’altro cono; e la somma 25 delle aree dei triangoli
che si ottengono segando i due coni con un piano passante per i loro
centri, — Il primo dei nominati coni ha il raggio minore dell'altezza; ed
il secondo ha invece il raggio maggiore dell’altezza.

Determinare i volumi di questi due coni.

(Sessione di luglio, 1890 — R, Liceo di Bari).

1. Essendo ABC', ACB, BC A’ tre triangoli equilateri, co-
struiti sui lati del triangolo qualunque A B C dalla parte esterna di
ess0, si dimostri che i segmenti 4 A’, BB, C C’ sono fra loro uguali
€ passano per uno stesso punto.

2. Costruire un triangolo di cui son dati il perimetro, un angolo
ed un’altezza. Si prenda in esame ciascuno dei casi che pud presentare
questo problema.

3. 8,,8,_1, S,._s denotando rispettivamente le somme delle po-
tenze n®"™, (n — 1)*¢ ed (n — 2)°** delle radici dell’equazione

ax® 4 bx 4c =0,
dimostrare che si deve avere
aSn + bSn—l + CS»—Z = 0'

4, Facendo ruotare un triangolo rettangolo prima attorno alla

ipotenusa e poi attorno ad un suo cateto si ottengono due solidi di

. . . . . 1 1 \
cui i volumi sono rispettivamente espressi da 5 xa, 5 = 0°
Determinare i tre lati di questo triangolo, e dimostrare quale di

questi due volumi debba essere maggiore.
(Sessione d’ ottobre, 1890 — R, Liceo di Bart).

1. Iscrivere in un triangolo un rettangolo del quale & dato il rap-
porto dei lati.

2, Le bisettrici degli angoli esterni di un quadrilatero qualunque
formano un quadrilatero iscrittibile.
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- 8. Dividere un cono con un piano parallelo alla base in modo che
la superficie laterale del cono superiore sia media proporzionale fra la
superficie laterale dell'intero cono e la superficie laterale del tronco di
cono. (Risolvere questo problema algebricamente, supposto noti il rag-
gio della base ed il lato del dato cono).

4. Un areonauta tira un colpo di fucile verso terra, dirigendo la
canna dell’arma verticalmente. Supposta la velocitd iniziale del proiet-
tile di 300 m.; l'accelerazione ¢ = m. 9,809 e la velocita del suono
m. 340: si domanda a quale altezza dovrd trovarsi il pallone, perché la
palla giunga a terra contemporaneamente al rumore dell'esplosione.

(Sessione d’ottobre, 1890. R. Liceo Ruggero Settimo di Caltanissetta).

1. Condurre una retta in modo che i segmenti di essa, compresi in
due cerchi dati, siano uguali rispettivamente a due segmenti de-
terminati.

2. Descrivere con raggio dato una circonferenza che sia tangente ad
un lato di un angolo, e tagli dall’altro un segmento dato.

3. Data l'area di un triangolo, determinare il valore dei tre lati
del medesimo, nell’ipotesi che i lati siano proporzionali ai numeri
nyn, p.

4. Calcolare il raggio di un circolo, essendo nota la differenza fra
le aree del triangolo e dell’esagono regolari circoscritti al circolo.

(Sessione di luglio, 1890 - R. Liceo e Ginnasio di Carmagnola).

1. Da un punto preso fuori di un angolo condurre una re‘ta la
quale tagli i lati del medesimo in modo che i due segmenti di essa, com-
p:esi fra il punto ed i lati, siano proporzionali ai numeri interi m, n.

2. Trovare il luogo dei punti dai quali conducendo le due tan-
genti ad un cerchio, queste comprendono un angolo dato.

3. Scomporre in fattori di primo grado rispetto ad @, il poli-
nomio 3a% — 32* Ya 4+aa? —x pa’.

4. Calcolare il valore numerico del lato di un cono di rivolu-
zione nel caso in cul si conoscono il raggio della base, e la somma
delle superficie laterali del cono e della piramide esagonale regolare
iscritta nel medesimo.

(Se:sione d'ottobre, 1890 — R. Liceo e Ginnasio di Carmagnola).

1. In una progressione aritmetica crescente la somma del dicia-
novesimo e del trentunesimo termine & 42 e il loro prodotto & 425. Tro-
vare il primo termine e la ragione.
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2. In un triangolo rettangolo la somma dell'ipotenusa e di un cateto
¢ a; quella dell'ipotenusa e dell’altro cateto & . Calcolare i tre lati e
I'area del triangolo.

3. Se si congiungono tra loro i punti di mezzo dei successivi lati
di un quadrilatero convesso, e i punti di incontro delle congiungenti
con le diagonali del quadrilatero si uniscono ancora fra loro, si ha un
. quadrilatero simile al dato ed equivalente alla quarta parte di esso.

4. Se si congiungono fra loro i vertici alterni di un esagono rego-
lare, si ha un altro esagono regolare. I lati di questo nuovo esagono sono
ugaali al terzo delle rette che congiungono i vertici alterni del primo.

(Sessione di luglio, 1890 - Liceo pareggiato di Chiavari).

1. Costruire un triangolo rettangolo conoscendone l'ipotenusa e
'altezza.

2. Trovare tre numeri in progressione geometrica tali che la loro
somma sia 13a e la somma dei loro quadrati sia 91a®

(Sessione d'ottobre, 1890 — R, Liceo di Cremona).

1. Due piramidi sono eguali, se hanno eguali la base, 'altesza ed
una delle facce laterali, purché la posizione relativa di tali elementi sia
precisamente la stessa.,

2. La base di un triangolo isoscele & media proporzionale tra la sua
proiezione sul lato ed il doppio di questo.

3. Di un trapezio isoscele sono date 1'area, 'altezza e la lunghezza
dei lati eguali: determinare le basi e le diagonali.

4. 11 peso nell’acqua (distillata a 4°) di una massa contenente a Cg.
di un certo metallo e 4 Cg. di un altro metallo & ¢, ed il peso nell’acqua
di una massa contenente a’ Cg. del primo metallo e &’ Cg. del secondo
metallo & ¢’: determinare il peso specifico di ciascuno dei due metalli.

(Sessione di luglio 1890 — R. Liceo Ginnastale Umberto I in Napoli).

1. Un poligono convesso di numero pari di lati, se ha gli angoli
opposti eguali, ha i lati opposti paralleli.

2. Se le tre facce laterali di un prisma triangolare hanno un an-
golo della stessa grandezza, il prisma deve essere retto.

3. Un parallelogrammo circoscrittibile ad un cerchio non pud essere
che ronibo.

4. Determinare le quattro radici dell’equazione:

(= 1154 24) — 2 (< — 11 & 4 24) — 24 =0,



— 184 —

B. Se l'area di un triangolo isoscele & terza parte del quadrato della
base, il raggio del cerchio iscritto nel triangolo & la quarta parte
della base,

I1 candidato, se crede, pud giovarsi del teorema: L’area di un
triangolo & data dal prodotto del perimetro per la meta del raggio del
cerchio iscritto.

(Sessione di ottobre 1890. R. Liceo Ginnasiale Umberto I in Napoli).

1. Descrivere un cerchio che sia tangente ad una retta data in un
punto dato e che sia pure tangente ad una data circonferenza.

2. La circonferenza che passa per gli estremi d’un lato d’un trian-
golo isoscele e per un punto della base e quella passante per questo me-
desimo punto e per gli estremi dell’altro lato sono eguali tra loro; le
minori di tali circonferenze passano per il baricentro della base ed hanno
per diametro il lato del triangolo, quelle tangenti alla base sono mag-
giori di quelle che la tagliano, internamente, ed hanno per diametro il
segmento che & terzo proporzionale dopo 1'altezza ed il lato del triangolo
isoscele,

3. La somma delle circonferenze di tre cerchi & a.m, la somma delle
superfici dei cerchi stessi & b.m. q. e sono in progressione aritmetica i
loro raggi: si domandano le lunghezze di questi

4. Da un punto del primo lato d’un angolo acuto si conduce la per-
pendicolare sul secondo lato; dal piede di questa si conduce la perpen-
dicolare sul primo lato, dal piede di questa la perpendicolare sul secondo
lato, e si continua cosi indefinitamente ; la somma delle infinite perpen-
dicolari cosi condotte ¢ a . med ¢ ). m la somma delle prime due: si
domandano le lunghezze di queste,

(Sessione di ottohre 1890 — Liceo V. E. di Palermo).

1. Un numero N & il prodotto di tre numeri (2 x — 1), (2 = 4 1),
(2 z+ 3); dividendolo per ciascuno di essi, e sommando i quoti, si
ottiene 239. Calcolare il numero V.

R . . 5 . .
2. Cercare due numeri tali, che 12 ne sia la differenza, e - sia il

rapporto fra il medio aritmetico ed il medio geometrico dei medesimi.

3. Il raggio del circolo circoscritto ed il raggio d«l circolo inscritto

in un triangolo rettangolo, sono rispettivamente egualiam. 7,5 eda m. 3.
Calcolare:

1.1 tre lati; — 2. le proiczioni dei cateti sopra l'ipotenusa; —
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3. l'altezza corrispondente all'ipotenusa ; — 4. 1’area ; — 5. le mediane, -
le bisettrici degli angoli interni ed i segmenti che queste bisettrici de-
terminano sui lati; — 6. gli angoli acuti ; — 7. ’area della superficie
laterale, 1'area della superficie totale ed il volume del cono generato
dal suddetto triangolo rettangolo in una rotazione intorno al cateto mag-
giore ; — 8. l'area della superficie laterale, 1'area della superficie to-
tale ed il volume del tronco di cono che si ottiene, segando il sopranno-
minato cono con un piano parallelo alla base e distante un metro dal
vertice ; — 9. il volume e 1'area della superficie della sfera il cui raggio
sia eguale al raggio del circolo inscritto nel triangolo isoscele, il quale
abbia la base doppia del cateto minore dal surripetuto triangolo ret-
tangolo e abbia gli altri due lati eguali ciascuno a 15 metri; —
10.1'area della superficie laterale, 1'area della superficie totale ed il vo-
lume del cilindro il cui raggio ed altezza siano rispettivamente eguali
al raggio ed al diametro della sfera di cui sopra.

4. T valori dei tre lati di un triangolo rettangolo sono rispettiva-
mente eguali a tre numeri interi consecutivi.

Calcolare :

1.1 tre lati; — 2. le proiezioni dei cateti sopra l'ipotenusa; —

3. l'altezza corrispondente all’ipotenusa; — 4. l'area; — 5. il raggio
del circolo circoscritto, ed il raggio del ecircolo inscritto; — 6. le me-
diane, le bisettrici degli angoli interni del triangolo rettangolo, ed i
segmenti che queste bisettrici determinano sui lati; — 7. gli angoli
acuti; — 8.1’area della superficie laterale, ’area della superficie totale ed
il volume del cono che si ottiene facendo ruotare il triangolo rettangolo
in parola, attorno al cateto maggiore; — 9. 'area della superficie late-
rale, I’area della superficie totale ed il volume del tronco di cono, che
si ottiene segando il suaccennato cono con un piano parallelo alla base,
e distante un metro dalla base ; — 10. il volume e 1'area della superficie
della sfera, il cui raggio sia eguale al raggio del circolo inscritto nel
triangolo isoscele, che abbia 1a base uguale al doppio del cateto minore
del triangolo rettangolo in questione, e che abbia due lati eguali cia-
scuno all’ipotenusa; — 11, l'area della superficie laterale, 1'area della
superficie totale, ed il volume del cilindro, che abbia il raggio e 'altezza
rispettivamente eguali al raggio ad al diametro della sfera suddetta.

(Sessione di luglio 1890. — R, Liceo di Reggio Emilia).

— AR ey —

2%
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 64 e 65

64. Risolvere il sequente sistema d'equazionti:

a bt afaz —by)+ @@+l +a—yzr—
a@+d)(l+y)y+a2ec+d) (1l 4+a)=0

2yt a0+ 0t — 2% 2 — fat (a0 — 2x‘?§ g — 2 = 0,
nelle quali a, &, b esprimono quantite note. (S. Garri).
Soluzione del Prof. P. Moiino ().

La prima equazione si pud scrivere successivamente
a.v’—(a-i—b)o:y+by'-’+;uu+(a+b)(l +a);x—
2ab+(a+b)(l +a)§y+m(a+b)(1 + ) =0,
=y x=by)+@+d)(l+x)@—y+ao)+af@ar—>by) =0,

(.c—y+a)gax—by+(a+b)(1+a)§=o ...... Rl
La seconda equazione si pud scrivere successivamente
2" — Qaty + 2ayt — 2y + 312 +(a +b)?; y — z:u’ + (a4 b)"; z=0,
22t (e —y) + 2 @ —y) — [+ @+ V| @ —p =0,
(x—y)le’-l—Qy’—[a“+(u+b)'3]z =0.......[2]
L'equazione [1] si scompone nelle seguenti:
rs=y+oa=0....[3, av=ly +(«4+0DA4+2=0 ...[4]
e 'equazione |2] nelle:
w=y=0....[3,2:2+ 2y —[2*+(a40)*=0.....[0]

1 sistemi risolventi sono pertanto: [3], [5]; [3], [6]; [4], |15]: [4], [6).

Il primo sistema & incompatibile se « ¢ differente da zero ed ¢ indeterminato
se a = 0.

Dagli altri tre sistemi si ricavano cinque valori di » ed altrettanti di y.

11 sistema [3], [6] porge l'cquazione

4 +dow 4 2’ = (0 4 b)®
ossia
Rz + 2)? = (a + b)?,

(*) Altre soluzioni sono state inviate dal sige. Prof. R. Betta:zzi, S. Catania, @, Russo, F. Viaggi.
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da cui
_a4b—x ' ad-b4a

@, = 5 , ag = 5 .

1 valori corrispondenti di y sono

a+b42 ad-b—a
h="5 Yyp=— "5 -

1l sistema [4], [5] porge la soluzione

@+ (14w
b—a

€T, =

3= Y3 =
Dal sistema [4], [6] si ha l'equazione
2@+t fda@+b) (1l +a)a+ @+ 0?2 (1 +0) — b2l —o? p2=0

da cui si ricavano gli altri due valori @, «, di . Sostituendo i medesimi suc-
cessivamente nella [4] si ottengono i valori corrispondenti di y.

Le radici 2y, », sono reali quando & soddisfatta la condizione

(¢4 0)? 4+ a? > (a+0) (1 4 2)? -
2 ——= azﬂz———'. D N R [l]
Le radici », @, sono sempre reali per tutti i valori delle quantita a, b, «

¢ diventano cguali nell'ipotesi di ¢ 4=b=10; in tal caso si ha

% 2 o 3
.z:3=_1/3=0;a;‘=-—?,y‘=-2~;x_=g,ys=—5,

Se a =10, si ha v, =y, =00 ¢ la [7] diventa
40+ a? 4a?(l 422
2>

2 = 2 a2 !

o piu semplicemente
— 32 —8x+4(a®—1)>0.

Quest’ ineguaglianza é soddisfatta per tutti i valori di a compresi nell’in-
tervallo
442 Y T+3¢ —d42p 1+3a
3 ’ 3
non esclusi questi stessi valori, nel quale caso speciale le radici a4, . sono
reali ed eguali. Nel caso in cui sia | 4+« =0, le radici x,, #, sono scmpre
reali, cguali in valore assoluto e di segni contrarii.

83. Fra tutti i triangoli sferici che hanno un angolo di 90° il lato ad esso
opposto costante, e gli altri due lati minori di 90°, qual & quello di massima
area ? (D. Besso).

Soluzione del Prof. F. Viaggi.
Il problema si riconduce a trovare quando la somma degli angoli diventa
massima. :
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Nel triangolo A B C sia C = 90°, ¢ costante, a e b minori 90° e quindi,
per noto teorema, acuti anche A e B.
Una delle formole di DELAMBRE &

[o4
A+ B Coss‘c a—b
= 0S .
2 COS—;- 2
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